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Асимптотические характеристики решений динамических 

систем 

Леваков А.А., Мазаник С.А., Размыслович Г.П. 

В настоящей статье представлены результаты по асимптотической теории 

линейных дифференциальных систем, дифференциально-алгебраических систем и 

дифференциальных включений, полученные в последние годы сотрудниками ка-

федры высшей математики Белорусского государственного университета. Эти ис-

следования непосредственно связаны с задачами устойчивости решений линей-

ных и нелинейных дифференциальных систем, изучением асимптотической экви-

валентности и асимптотических инвариантов линейных систем, выявлением 

структуры и асимптотических свойств решений дифференциальных систем. Рабо-

ты по этим направлениям были начаты в Беларуси в конце 50-х годов прошлого 

столетия под руководством академика АН БССР Н.П.Еругина и профессора 

Ю.С.Богданова (заведующий кафедрой высшей математики со дня ее основания в 

1971 г. по 1982 г.) и ведутся в настоящее время под руководством академика НАН 

Беларуси Н.В.Гайшуна и академика НАН Беларуси Н.А.Изобова (заведующий 

кафедрой высшей математики с 1995 г. по 1999 г.). 

1. Системы линейных дифференциальных уравнений 

Асимптотическая эквивалентность линейных дифференциальных 

систем.  Рассмотрим множество линейных систем вида 

,,)( nxxtAx R  (1.1) 

где A(t) – матрица размерности n  n, элементами которой являются суммируемые 

(локально интегрируемые) на полуоси I = [t0, + [, t0  R, функции aij, i,j = 1,...,n. 

Под решением системы (1.1) будем понимать абсолютно непрерывную функцию 

x, x: I  R
n
, которая обращает (1.1) в тождество почти всюду на промежутке I. 

Наряду с системой (1.1) рассмотрим систему  

,,)( nyytBy R    (1.2) 

коэффициенты, которой имеют ту же гладкость, что и коэффициенты системы 

(1.1). Будем говорить, что линейное преобразование  

x = Ly      (1.3) 

с абсолютно непрерывной невырожденной на I матрицей L переводит систему 

(1.1) в систему (1.2), если для любого решения y системы (1.2) функция x = Ly – 

решение системы (1.1) (для любого решения x системы (1.1) функция y = L
1
x – 

решение системы (1.2)).  

Многие асимптотические характеристики решений линейных дифферен-

циальных систем, например, характеристические показатели Ляпунова 

,
||)(||ln

lim][
t

tx
x

t
 являются инвариантами преобразований и обобщенных 

преобразований Ляпунова, т.е. линейных преобразований (1.3), у которых матри-

ца преобразования L удовлетворяет соответственно условиям  
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.0]}[],[],[max{ 1 LLL   (1.5) 

Поэтому исследование таких характеристик для системы (1.1) может быть, 

по крайней мере, в принципе, сведено к их исследованию для преобразованной 

системы (1.2), полученной из данной с помощью преобразования (обобщенного 

преобразования) Ляпунова. Следуя Ю.С.Богданову [9] две системы (1.1) и (1.2) 

назовем асимптотически эквивалентными (обобщенно асимптотически эквива-

лентными), если существует преобразование Ляпунова (обобщенное преобразова-

ние Ляпунова), переводящее одну из них в другую. Поскольку преобразования 

(обобщенные преобразования) Ляпунова образуют группу невырожденных ли-

нейных преобразований, действующую на множестве линейных систем, это по-

зволяет разбить все множество систем на классы эквивалентных относительно за-

данной группы преобразований систем и тем самым провести их классификацию. 

Систематическое развитие этого подхода приводит к теории асимптотически эк-

вивалентных [9; 10] линейных систем. Основными задачами этой теории являют-

ся задачи описания разбиения всего множества систем на классы эквивалентно-

сти, построение признаков эквивалентности и неэквивалентности систем, по-

строение для каждого класса эквивалентности систем-представителей этого клас-

са, т.е. систем, возможно более простой структуры, обладающих "хорошими" 

свойствами (интегрируемость в квадратурах, возможность построения решения в 

замкнутом виде на любом конечном промежутке изменения аргумента, возмож-

ность вычисления асимптотических характеристик системы непосредственно че-

рез коэффициенты системы и т.п.), и в то же время достаточно разнообразных в 

совокупности, чтобы для каждой системы нашлась эквивалентная ей система-

представитель. Если при этом в каждом классе эквивалентности оказывается ров-

но одна система, то именно ее коэффициенты и образуют полную систему инва-

риантов [11]. Например, в работе [62] доказана следующая  

Теорема 1.1. Совокупность коэффициентов треугольных систем является 

полной независимой системой инвариантов линейных дифференциальных систем 

относительно группы ортогональных преобразований Ляпунова. 

Принципиальным в решении задачи построения систем-представителей 

классов асимптотически эквивалентных систем является следующий результат, 

полученный Ю.С.Богдановым. 

Теорема 1.2 [10]. Любая линейная система (1.1) с ограниченными коэффи-

циентами 

,||)(||sup tA
It

   (1.6) 

может быть с помощью преобразования Ляпунова приведена к системе с кусоч-

но-постоянными коэффициентами, принимающими только два значения  и  . 

Исследования асимптотических свойств решений кусочно-постоянных 

дифференциальных систем (см., например, [24; 25; 61; 79; 93]) показали, что су-

щественным в данном случае является не столько разрывность коэффициентов, 

сколько характер распределения точек разрыва. В этой связи возникает вопрос о 

возможности построения для линейных систем асимптотически эквивалентных 
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кусочно-постоянных систем с заранее заданными последовательностями точек 

возможного разрыва коэффициентов. Следующие два утверждения дают примеры 

таких последовательностей. 

Теорема 1.3 [58]. Среди кусочно-постоянных систем (1.2) асимптотиче-

ски эквивалентных системе (1.1), удовлетворяющей условию (1.6), существует 

система с кусочно-постоянной матрицей коэффициентов, элементы которой 

принимают только два значения, причем последовательность точек разрыва ко-

эффициентов является подпоследовательностью последовательности (tk) такой, 

что t1 = t0 = 0, tk  при k  и для tk  [m, m+1[, m = 0,1,…, имеет место 

неравенство tk+1 – tk  bexp(- t), где b – произвольное положительное число, а зна-

чение положительного числа  зависит только от . 

 Теорема 1.4 [59; 60]. Любая линейная система (1.1) с ограниченной мат-

рицей коэффициентов, удовлетворяющей (1.6), преобразованием Ляпунова мо-

жет быть приведена к треугольной системе с кусочно-постоянной матрицей 

коэффициентов, ненулевые элементы которой принимают только два значения 

 и –  и терпят разрывы разве лишь в точках последовательности (tk), t0 = 0,  

tk = kl, k = 1, 2,…, а положительное число l удовлетворяет неравенству l < 0,25 
1
 ln 2.  

Отметим, что для указанных выше допустимых последовательностей раз-

рывов коэффициентов приведенной кусочно-постоянной системы (1.2) расстояния 

между возможными точками разрыва являются ограниченными. Это условие ока-

зывается существенным при построении кусочно-постоянных представителей 

классов асимптотически эквивалентных систем [66]. Более того, имеет место сле-

дующая  

Теорема 1.5 [63; 64]. Среди линейных систем (1.1) с ограниченными коэф-

фициентами существуют системы, не приводимые преобразованием Ляпунова  к 

кусочно-постоянным системам с неограниченной последовательностью длин 

промежутков постоянства коэффициентов. 

Однако, если расширить группу допустимых преобразований до группы 

обобщенных преобразований Ляпунова, то становиться возможным использовать 

в качестве представителей классов обобщенно асимптотически эквивалентных 

систем кусочно-постоянные системы, у которых последовательности длин про-

межутков постоянства коэффициентов могут быть бесконечно большими. А 

именно, имеет место  

Теорема 1.6 [67]. Для любой системы (1.1) с ограниченными коэффициен-

тами существует обобщенное преобразование Ляпунова, переводящее ее в сис-

тему с кусочно-постоянными коэффициентами, имеющими разрывы разве лишь в 

точках последовательности (tk), удовлетворяющей следующим условиям: t0 = 0, 

tk+1  tk  tk  tk 1 > 0, k = 1, 2,…, tk+1  tk , tk+1 tk при k  . 

Понятие асимптотической эквивалентности линейных систем может быть 

распространено на линейные дифференциальные уравнения произвольного по-

рядка, если уравнения  

,,)()(...)(
)()( Ittatata n

n
n 001

1
1

     (1.7) 

,,)()(...)(
)()( Ittbtbtb n

n
n 001

1
1

     (1.8) 



 4 

отождествлять соответственно с системами (1.1) и (1.2), где ,),...,,( )1( Tnx   

,),...,,( )1( Tny   A(t) = (aij(t)), B(t) = (bij(t)), i,j = 1,...,n, причем anj(t) = aj 1(t), 

bnj(t) = bj 1(t), j = 1,..., n, ai(i+1)(t) = bi(i+1)(t)  1, i = 1, ..., n  1, и aij(t) = bij(t)  0 для 

всех остальных пар индексов (i,j). При этом уравнения (1.7) и (1.8) будем считать 

асимптотически эквивалентными, если асимптотически эквивалентны соответст-

вующие им системы. При таком подходе на уравнения автоматически переносятся 

основные определения теории асимптотически эквивалентных систем. Иначе об-

стоит дело с перенесением на уравнения результатов, полученных ранее для сис-

тем (см., например, [8]), и, в частности, результатов о приведении линейных сис-

тем к кусочно-постоянным системам, поскольку, например, в упомянутых выше 

результатах [59; 60] в качестве кусочно-постоянной матрицы приведенной систе-

мы используется верхне-треугольная матрица, а поэтому получаемая система не 

соответствует никакому линейному уравнению. Таким образом, оставались нере-

шенными задачи о приведении линейных уравнений к линейным уравнениям с 

кусочно-постоянными коэффициентами и, в частности, к уравнениям, последова-

тельность длин промежутков постоянства коэффициентов которых обладала бы 

заранее заданными свойствами: была бы отделена от нуля, являлась бы бесконеч-

но большой или неограниченной. Исследованию этих вопросов посвящены рабо-

ты [66; 70], где, в частности, получен следующий результат.  

Теорема 1.7. Для любого уравнения (1.7) второго порядка с ограниченными 

коэффициентами существует асимптотически эквивалентное уравнение (1.8) 

второго порядка с кусочно-постоянными коэффициентами, принимающими лишь 

конечное число значений, причем длины промежутков постоянства коэффици-

ентов ограничены снизу некоторым положительным числом. 

Системы Лаппо-Данилевского. Одним из важных и интересных как с 

практической, так и теоретической точки зрения(см., например, [28]), классов ли-

нейных систем (1.1) является класс систем, у которых матрица коэффициентов A 

коммутирует со своим интегралом, т.е.  при некоторых s и t выполнено равенство  

.)()()()( tAduuAduuAtA
t

s

t

s

    (1.9) 

Системы (1.1), для которых условие (1.9) выполнено назовем системами 

Лаппо-Данилевского. В тех случаях, когда условие (1.9) выполнено при всех t  s, 

фундаментальная нормированная при t = s матрица Xs(t) решений системы (1.1) 

может быть представлена в экспоненциальной форме  

.)(exp)(
t

s

s duuAtX    (1.10) 

Частным случаем систем Лаппо-Данилевского являются системы с функ-

ционально коммутативными матрицами коэффициентов, т.е. с матрицами A, ко-

торые удовлетворяют при всех s и t из промежутка I условию A(t)A(s) = A(s)A(t). 

Г.Н.Чеботаревым [95] для n = 2 и В.А.Винокуровым [26] в общем случае было по-

казано, что для представления матрицы Коши K(t,s) системы (1.1) в виде 
t

s

duuAstK )(exp),(  необходимо и достаточно, чтобы матрица коэффициентов 
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системы (1.1) являлась функционально коммутативной. Иначе обстоит дело с не-

обходимостью условия Лаппо-Данилевского для представления фундаментальной 

матрицы решений системы (1.1) в виде (1.10). Из результатов работ 

В.Н.Лаптинского [40] и J.F.P.Martin [110] следует, что, если A(t) – аналитическая 

матричная функция на [s,+ [, то выполнение (1.10) влечет выполнение соотноше-

ния (1.9) для всех t  s. Оставался открытым вопрос о построении системы (1.1) с 

неаналитической матрицей коэффициентов, для которой не было бы выполнено 

условие Лаппо-Данилевского, однако фундаментальная матрица решений систе-

мы была бы представима в виде (1.10). Ответ на этот вопрос дает следующая  

Теорема 1.8 [69]. Для любого n, n  3, любой постоянной действительной 

матрицы С существует матричное дифференциальное уравнение XtAX )(  с 

неаналитической действительной матрицей коэффициентов A, для которой не 

выполнено условие Лаппо-Данилевского (1.9), хотя решение этого матричного 

уравнения, удовлетворяющее начальному условию X(s) = expC, представимо в ви-

де .)(exp)(
t

s

duuACtX  

Еще одной отличительной чертой систем с функционально коммутатив-

ными матрицами коэффициентов и систем Лаппо-Данилевского является возмож-

ность эффективного установления асимптотических свойств их решений, в част-

ности, в терминах матрицы коэффициентов системы.  Исследованию такого рода 

систем посвящены работы [6; 7; 90 – 92]. Так, например, Т.Л.Сурин в [92] было 

доказано, что система Лаппо-Данилевского (1.1) правильна тогда и только тогда, 

когда существуют пределы ,)(Relim 1 tt i
t

 где i(t) – собственные числа матри-

цы 
t

s

duuA )( , и показатели системы можно найти по формулам 

,)(Relim 1 tt i
t

i  i = 1,..., n. В ее же работе [90] было показано, что множество 

неправильности, т.е. множество тех значений , при которых система xtAx )(  

является неправильной для правильной системы (1.1), является пустым, если (1.1) 

– правильная система Лаппо–Данилевского, в отличие от правильных систем об-

щего вида, подробно изученных в работах Н.А.Изобова и Е.К.Макарова (cм., на-

пример, [31; 78; 79]. В этой связи оставался открытым вопрос о возможности при-

ведения любой системы (1.1) с помощью преобразований Ляпунова (1.3), (1.4) или 

с помощью обобщенных преобразований Ляпунова (1.3), (1.5) к системе с функ-

ционально коммутативной матрицей коэффициентов или к системе Лаппо-

Данилевского. Решение этих задач содержится в работах [71 – 74; 108], из резуль-

татов которых следует 

Теорема 1.9. Для любого n, n  2, существуют линейные системы (1.1), не 

являющиеся асимптотически эквивалентными системам Лаппо-Данилевского, 

для которых условие (1.9) выполнено при некотором s  I и всех t  s (всех t  I).  

Кроме того, имеет место  

Теорема 1.10. Во множестве двумерных линейных дифференциальных 

систем (1.1) существуют системы, не приводимые обобщенным преобразовани-
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ем Ляпунова к системам Лаппо-Данилевского, для которых условие (1.9) выпол-

нено при некотором s  I и всех t  s (всех t  I).  

В работах [75: 109] исследовалось распределение систем Лаппо-

Данилевского во множестве линейных систем, в частности доказана 

Теорема 1.11. Пусть (Ak) последовательность двумерных матриц, для 

каждой из которых условие (1.9) выполнено при некотором sk  I и всех t  I. Ес-

ли 0||)()(||sup tAtAk
It

при k  +  , то матрица А удовлетворяет условию 

Лаппо-Данилевского (1.9) при некотором s  I и всех t  I. 

Нижние показатели Перрона линейных систем. Инвариантами преобра-

зований Ляпунова являются также и нижние показатели Перрона 

t

tx
x

t

||)(||ln
lim][  нетривиальных решений линейных систем. Одним из от-

крытых вопросов асимптотической теории линейных систем являлся вопрос о 

связи множества (A) нижних показателей системы (1.1) и множества (A + Q) 

нижних показателей возмущенной линейной системы  

.,))()(( nyytQtAy R  (1.12) 

Решению этой задачи посвящены работы Н.А.Изобова и А.В.Филлипцова 

[32 – 35]. Пусть XA – фундаментальная матрица решений системы (1.1), столбцы 

которой образуют нормальную по Ляпунову систему решений, i и i – показатели 

Ляпунова i-го столбца матрицы XA и i-й строки матрицы XA
1
. Величиной непра-

вильности системы (1.1) называется [32] число .}{max)(
1

kkii
nki

A  

Следующая теорема устанавливает инвариантность множества нижних показате-

лей Перрона линейных систем при экспоненциально убывающих возмущениях. 

Теорема 1.12 [34]. Множества (A) и (A + Q) нижних показателей Пер-

рона соответственно систем (1.1) и (1.12) с ограниченными коэффициентами 

совпадают, если для матрицы возмущения Q(t) выполнено условие [Q]   (A). 

Неулучшаемость полученного условия инвариантности устанавливает сле-

дующая  

Теорема 1.13 [33]. Для произвольных натурального n  2, числового мно-

жества P, мощности card P  {2, …, 2
n
 – 1}, величины   2 max P – min P – min 

(P \{min P}) чисел   (0,1) и достаточно малого  > 0 существует n-мерная ли-

нейная диагональная система (1.1) c ограниченной бесконечно дифференцируемой 

на полуоси I матрицей коэффициентов, множеством нижних показателей (A) = 

P и величиной неправильности (A) = , а также аналитическая матрица Q с 

показателем Ляпунова [Q]  – (A) такие, что r, r = min {n, card P – 1}, млад-

ших нижних показателей i(A)  (A) и i(A + Q)  (A + Q) являются различны-

ми между собой и удовлетворяют неравенствам   i(A + Q) i(A) , i = 1, 

…, r. 

Указанная теорема, доказательство которой содержит способ построения 

диагональной системы (1.1) с произвольными, удовлетворяющими необходимым 

условиям, множеством нижних показателей Перрона и величиной неправильно-
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сти, оставляет вне рассмотрения системы (1.1) с одноэлементными множествами 

(A). Для таких систем справедлива  

Теорема 1.14 [33]. Пусть диагональная система (1.1) с коэффициентом 

неправильности Гробмана Г(А) и величиной неправильности (A) имеет множе-

ство нижних показателей (A), мощность которого равна 1. Тогда при [Q]  – 

(А) < 0 и достаточно малом  > 0 справедливо 1) (A) = (A + Q), если (A) > 

Г(А); 2) (A)  (A + Q), если (A) = Г(А). 

Вычисление максимального нижнего показателя Перрона решений линей-

ной системы рассмотрено в работе [35], где доказана  

Теорема 1.15. Пусть Xk – n  k – матрица, столбцами которой являются 

линейно независимые решения системы (1.1). Максимальный нижний показатель 

Перрона подпространства решений Xk(t)c, c  R
k
, системы (1.1) равен нижнему 

показателю матрицы Xk. В случае, когда k = n максимальный нижний показатель 

системы (1.1) равен нижнему показателю любой ее фундаментальной матрицы. 

Отражающая функция систем дифференциальных уравнений. Для ис-

следования периодичности и устойчивости решений дифференциальных систем 

В.И.Мироненко было предложено использовать отражающую функцию (см., на-

пример,  [82], которая в случае линейной дифференциальной системы 

,,,...,1,)),(()(,,)( RR tnjitptPxxtPx ij
n  (1.13) 

c непрерывными на R коэффициентами pij имеет вид (t,x) = F(t)x, где F(t) = 

X( t)X
1
(t) – отражающая матрица системы, X(t) – нормированная в нуле фунда-

ментальная матрица решений системы (1.13). Использование Л.А.Альсевич отра-

жающей матрицы системы (1.13) для исследования устойчивости ее решений по-

зволило установить следующие результаты. 

Теорема 1.16 [1]. Пусть i – собственные значения матрицы F( ), где F 

– отражающая матрица системы (1.13) с 2 периодической матрицей коэффи-

циентов. Тогда система (1.13) устойчива в том и только в том случае, когда мо-

дули всех собственных значений i  не превосходят единицы, а тем собственным 

значениям i  для которых | i| = 1, соответствуют простые элементарные де-

лители матрицы F( ). Для асимптотической устойчивости системы (1.13) не-

обходимо и достаточно, чтобы модули всех собственных значений i  были 

меньше единицы. 

Теорема 1.17 [1]. Если элементы периодической матрицы коэффици-

ентов системы (1.13) удовлетворяют равенствам 

,,...,1,,,0)(exp)()(exp)( njijiduuptpduuptp
t

t jjij

t

t iiij  

то система (1.13) устойчива (асимптотически устойчива) тогда и только то-

гда, когда для всех i, i = 1, …, n, выполняются неравенства 0)( duupii  

( 0duupii )( ). 

В работе [2] выделены случаи, для которых исследование вопроса о суще-

ствовании и устойчивости периодических решений периодической системы (1.13) 
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размерности n = 4, удается свести к его исследованию для двумерной системы. 

Кроме того, в случае четной размерности системы (1.13) доказана 

Теорема 1.18 [3]. Устойчивость (асимптотическая устойчивость) 

периодической системы 

,,,,))exp()()exp(()exp()()exp(

,)exp()()exp())exp()()exp((

RR tyxyBttNBtBxAttMBty

yBttLAtxAttKAtAx

m



c постоянными А, В и непрерывными нечетными матрицами K, L, M, N, равно-

сильна одновременной устойчивости (асимптотической устойчивости) стацио-

нарных систем ,Axx .Byy  

Условия, при которых отображение за период сохраняет норму любого 

решения системы получены Л.А.Альсевич и О.А.Кастрицей для случая трехмер-

ной ситемы (1.13), в частности, имеет место  

Теорема 1.19 [5]. Если коэффиценты системы (1.13) удовлетворяют ус-

ловиям  

p11(t) = p11( t), p22(t) = p11(t), p12(t) = p21(t), p33(t) = p33( t), 

(p13(t) – p13( t)) sin (t) + (p23(t) + p23( t)) cos (t) = 0, 

(p31(t) – p31( t)) sin (t) + (p32(t) + p32( t)) cos (t) = 0, 

(p13(t) + p13( t)) cos (t) + (p23(t)  p23( t)) sin (t) = 0, 

(p31(t) + p31( t)) cos (t) + (p32(t)  p32( t)) sin (t) = 0, 

где 
t

t
duupt ,)(5,0)( 12 то || x(t) || = || x( t)|| для любого решения x. Если к тому 

же коэффициенты системы (1.13) – периодические функции, то система (1.13) 

устойчива и имеет семейство периодических решений с начальными условиями 

(0, 0, a)
T
, (b, 0, 0)

T
, (0, c, 0)

T
, где a, b, c  R. 

В случае произвольного n имеет место  

Теорема 1.20 [36]. Если для -системы (1.13) выполнено условие P
T
(t) + 

P(t) = m(t) E, где E – единичная n  n–матрица, причем ,0)(0 duumm  то 

отображение за период системы (1.13) сохраняет норму любого решения систе-

мы. Кроме того, система (1.13) асимптотически устойчива при m0 > 0, устойчи-

ва при m0 = 0, и неустойчива при m0 < 0. 

Аналогичные условия устойчивости получены [36] и в случае, когда мат-

рица коэффициентов системы (1.13) имеет блочную структуру специального вида. 

2. Дифференциально-алгебраические системы 

Построение решений. Рассмотрим систему стационарных неразрешенных 

относительно производной дифференциальных уравнений вида 

[,,0[  ),()()()( 10 IttfhtxAtAxtxA                                ( 2.1) 

,)0(  ,0  ),()()( 00 xxthttxx                              (2.2) 

где A0, A, A1,   n n матрицы; x  n  вектор-функция; f(t), (t)   п  вектор-

функции, принадлежащие определенному классу гладкости; h(h>0)  запаздыва-

ние; x0  заданный n-вектор. Сразу считаем, что A0 0 и det A0=0. 
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Системы (2.1), (2.2) возникают во многих областях науки и техники, на-

пример, в теории сингулярных возмущений, теории  электрических цепей, систем 

с малым параметром, компьютерных системах, в теории управления и аэрокосми-

ческих исследований, в экономике и др. Они называются дескрипторными (de-

scriptor), сингулярными (singular) или дифференциально-алгебраическими систе-

мами (differential-algebraic systems  DAE’s).  

В последние несколько десятков лет теория дифференциально-

алгебраических систем, как стационарных так и нестационарных, очень бурно 

развивается. Среди огромного числа публикаций посвященных исследованию та-

ких систем отметим лишь несколько работ, влияние которых на развитие этой 

теории значительно. В первую очередь это монография Гантмахера Ф.Р. «Теория 

матриц» [29], затем монографии Бояринцева Ю.Е. [12], Griepentrog E., März R. 

[102], Dai L. [101],  Hairer E., Wanner G. [103], Brenan K.E., Campbell S.L., Petzold 

L.R. [98], Kaczorek T. [104], Шкиль Н.И., Старун И.И., Яковец В.П. [97], Чистяков 

В.Ф. [96]. Наиболее полная библиография по этим системам содержится в работах 

[ 26,105,103]. 

При исследовании таких систем возникает множество проблем (см., на-

пример, [81]): 

а) существование решений, их единственность и способы построения (ана-

литические, численные); 

б) управляемость, управление спектром и построение передаточной матри-

цы ( если f(t)=Bu(t), B  n r матрица, u(t)  r-мерное управление) и др.  

В данном разделе рассмотрим  лишь некоторые аспекты обозначенных 

выше проблем, ибо в отличие от обыкновенных дифференциальных систем 

(detA0 0), система (2.1), (2.2) не  для каждого начального состояния (2.2) и неод-

нородности f(t), t I имеет решение, тем более единственное.  

Действительно, рассмотрим частный случай системы (2.1), (2.2), а именно: 

простейшую дифференциально-алгебраическую систему вида  

,  ),()(0 IttftxA                                                       (2.3) 

х(0)=x0,                                                                  (2.4) 

при условии, что  f(t)  кусочно-непрерывная п вектор-функция. 

Требуется выяснить вопрос о существовании и единственности решений 

этой системы. 

Матрицу X Cn,n назовем полуобратной для матрицы A0 Cn,n и обозначим 

еѐ через 0A , если она удовлетворяет матричному уравнению A0XA0=A0. Известно 

[12], что для любой матрицы A0 матричное уравнение A0XA0=A0 разрешимо отно-

сительно X и это решение определяется неоднозначным образом. Если матрица A0 

является невырожденной, то 
1

00 AA . 

Теорема 2.1[89]. Для того чтобы задача (2.3), (2.4) была разрешима, необ-

ходимо и достаточно, чтобы для любого t I функция f(t) удовлетворялa бы  ра-

венству 

0)()( 00 tfAAEn .                                        (2.5) 

Общее решение задачи (2.3), (2.4) в этом случае описывается формулой  
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,)()()()(
0

00
0

00

t

n

t

duAAEdfAxtx  

где En  единичная n n матрица, а u(t), t 0  произвольная n вектор-функция ку-

сочно-непрерывная на промежутке I. 

Отметим, что хотя полуобратная матрица  0A  определяется неоднознач-

ным образом результаты теоремы 2.1 не зависят от еѐ выбора и задача Коши (2.3), 

(2.4) имеет неединственное решение. Если матрица A0 является невырожденной, 

то для любой кусочно-непрерывной n вектор-функции f(t), t I,   существует 

единственное решение, которое описывается известной формулой 

.)()(
0

1
00

t

dfAxtx  

Введем несколько определений и обозначений. 

Пару {x0( ), f(t)}, состоящую из начального состояния x0( ) и неоднородно-

сти f(t), t I будем называть допустимой, если система (2.1), (2.2) имеет хотя бы 

одно решение x(t), t I, такое, что x(t)= (t) при t [-h,0) и x(0)=x0. Если для каждой 

допустимой пары {x0( ), f(t)} система (2.1), (2.2) имеет единственное решение, то 

еѐ будем называть совместной. Отметим, что указанное определение является 

корректным ибо ясно, что множество всех допустимых пар не является пустым. 

Обозначим ( )= A0+A+exp(- h)A1, где С. Тройку матриц (A0, A, A1) на-

зовем регулярной, если найдется * С такое, что матрица ( *) обратима, т.е. 

det ( *) 0. Cистему (2.1) будем называть регулярной, если соответствующая ей 

тройка матриц является регулярной.  

Теорема 2.2 [86]. Для того чтобы стационарная система (2.1), (2.2) была 

совместной, необходимо и достаточно, чтобы она была регулярной.  

Отсюда, так как система (2.3), (2.4) является нерегулярной, то она  несо-

вместна и поэтому задача Коши имеет не единственное решение.  

Этот факт значительно усложняет исследования дифференциально-алгеб-

раических систем, поэтому большинство работ связанных со стационарными  

дифференциально-алгебраическими системами  посвящено именно регулярным 

системам. 

Итак, пусть система (2.1), (2.2) является регулярной, матрица A1=0 и f(t)=0, 

для всех t I,  т.е. рассмотрим однородную систему  

,  ,0)()(0 IttAxtxA                                              (2.6) 

при условии, что найдется * C такое, что  

det ( *)=det( *A0+A) 0.                                              (2.7)        

Для регулярных систем Л.А.Альсевич и В.И.Булатов получили следующий 

результат. 

Теорема 2.3 [4]. Решение x(t) однородной регулярной системы представи-

мо в виде 

),(lim)( 0
))(*(

0

1

xetx pEGEt

p
                (2.8) 

где число * определяется соотношением (2.7), а G=( *A0+ A)
1
A. 
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Хотя в представлении (2.8) решения x(t) регулярной системы (2.6), (2.4) 

фигурирует произвольное число *, удовлетворяющее (2.7), можно показать, что 

предельная функция x(t) в (2.8) не зависит от * и поэтому может быть найдено по 

формуле ).(lim)( 0
)(

0

1
0 xetx

AAAt
 

В работе [20] В.И.Булатовым введено понятие обобщенной фундаменталь-

ной матрицы  системы (2.6): матричную функцию 
,0 для ,)(

0 для ,)(
)(

ttG

ttF
t  (0)= 

F(+0)=G( 0), где  ))exp((lim)( 1
0

0
AtAAtF , ))exp((lim)( 1

0
0

AtAAtG  на-

зовем обобщенной фундаментальной матрицей однородной системы (2.6).   

Теорема 2.4 [20]. Регулярная система (2.6) тогда и только тогда имеет ре-

шение x(t), соответствующее начальному условию (2.4), когда (0)х0=х0, при этом 

x(t)= (t)x0, где (t)  обобщенная фундаментальная матрица рассматриваемой 

системы. 

Рассмотрим теперь неоднородную регулярную систему  

,  ),()()(0 IttftAxtxA                                          (2.9) 

с начальным условием (2.4).  

Проблема построения решения системы (2.9) исследовалась во многих ра-

ботах, в частности в работах [12,29,98,99,102,103]. Например, в [29] общее реше-

ние системы (2.9) строится на основании теории элементарных делителей пучка 

матриц А0+А, в работе [99] решение в замкнутой форме получено с привлечени-

ем специальной матрицы  матрицы Дразина; конструктивному построению ре-

шений посвящены работы [12,98,102,103]: с использованием цепочек полуобрат-

ных матриц [12] или численных методов [98,102,103].  

В отличии от указанных в работе [83] на основании предположения, что 

f(t) t I, является дифференцируемой функцией и при помощи теории полуобрат-

ных матриц решение строится в замкнутой форме. Предлагаемый способ по-

строения решения системы (2.9) не требует k0 раз дифференцируемости функций 

f(t) (k0=indA0). 

Прейдем теперь к построению решения регулярной системы (2.1), (2.2) при 

условии, что функция (t), t [-h,0), является кусочно-непрерывной. 

Наименьшее неотрицательное число k0 называется индексом матрицы A0, 

если 00

0

1

0 rankrank
kk

AA . Индекс матрицы A0 обозначается indA0. 

Матрица X, являющаяся решением трех матричных уравнений XA0=A0X, 

XA0X=X, ,00

0

1

0

kk
AXA  где k0=indA0, называется обратной матрицей Дразина для 

матрицы A0. Для любой квадратной матрицы обратная матрица Дразина сущест-

вует, единственна и обозначается 
DA0  [99]. Используя матрицу Дразина, в работах 

[37,38], совместно с В.В.Крахотко, доказаны следующие утверждения. 

Теорема 2.5 [37,38]. Пусть для любого m, m C выполняются условия 

A0(A+mA1)=(A+mA1)A0,  KerA0 Ker(A+mA1)={0}.                      (2.10)  
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Тогда система (2.1) совместна и вектор-функция 

,)()()()(
0

001000
h

DDD dAAAAhtFqAAtFtx  

где q R
n
, ( , h ,  кусочно-непрерывная функция из множества 

},0 ,0)()(:)({ 001 thtAAEA D
n                            (2.11) 

F(t)  решение уравнения ,0)()()( 100 htFAAtAFAtF DD  F(0)=En, F(t) 0, t<0, 

является общим решением системы (2.1). 

Теорема 2.6 [37,38]. Предположим, что выполнены условия (2.10), и функ-

ция f(t), t I, k0 1 раз непрерывно дифференцируема, тогда общее решение x(t) 

системы (2.1) задается формулой 

,)(])[()1()(

)()()()()()(

1

0

)(1
1000

0
0

0

001000

0k

i

iiDphiiD
n

t
D

h

DDD

tfAeAAAAE

dftFAdAAAAhtFqAAtFtx

(2.12) 

где q R
n
,   произвольная кусочно-непрерывная функция из множества 

(2.11),  

e
-ph

  оператор сдвига (e
-ph

x(t)  x(t-h)). 

Следствие 1. Пусть матрица A1=0, т.е. система (2.1) имеет вид (2.9). Тогда 

из формулы (2.12) получаем общее решение системы (2.9): 
t k

i

iiDiiDtAADDAtA
tfAAAAEdfeAqAAetx

DD

0

1

0

)(1
000

)(
000

0
00 )()()1()()()( ,  

которое совпадает с результатом, полученным в работе [99]. 

Следствие 2. При выполнении условий теоремы 2.6 система (2.1) для каж-

дого начального состояния (2.2) с кусочно-непрерывной функцией , h , 

принадлежащей множеству (2.11), имеет единственное решение тогда и только 

тогда, когда вектор x0 удовлетворяет соотношению 
1

0

)(1
1000000

0

)0(])[()1()(
k

i

iiDphiiD
n

D fAeAAAAEzAAx .            (2.13) 

для некоторого вектора z R
n
. 

 Решение системы (2.1) при условиях (2.2), (2.10), (2.11) описывается фор-

мулой (2.12), если положить z=q, h  

Управляемые системы. Рассмотрим линейную стационарную систему 

D(p)x(t)=Bu(t).                                                       (2.14) 

Здесь 
dt

d
p   оператор дифференцирования; D( )  n n  матрица, эле-

ментами которой являются аналитические функции комплексной переменной ; 

х п  вектор; u r  вектор; В  постоянная п r  матрица. Спектром системы 

(2.14) назовем множество  корней характеристического уравнения 

( ) detD( )=0. Набор m={ 1,…, m}  считаем согласованным, если числа с 

ненулевой мнимой частью входят в него комплексно-сопряженными парами. 

Пусть m={ 1,…, m}  другой наперед заданный согласованный набор, причем 
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множества Мm и m не имеют общих точек. Требуется выбрать вещественное 

управление в виде 

u(t)=R(p)x(t),                                                              (2.15) 

где R( )  аналитическая r n  матрица, чтобы спектр замкнутой системы (2.14), 

(2.15) имел вид \ m) m. Решению этой и некоторых других задач посвящены, 

в частности, работы В.И.Булатова [13 19]. 

Теорема 2.7 [13]. Для того, чтобы указанная задача управления спектром 

имела решение, необходимо и достаточно, чтобы c
T
B 0 для всех  левых собствен-

ных векторов c оператора D( ), соответствующих элементам множества m. 

Рассмотрим систему управления  

A0 )(tx =Ax(t)+Bu(t),     t I,                                             (2.16) 

с начальным условием (2.4) и соответствующую ей дискретную систему  

A0x(t+1)=Ax(t)+Bu(t),     t Z
+
={0,1,2,...}.                                (2.17) 

Считаем, что системы (2.16), (2.17) являются регулярными, т.е. найдется * С 

такое, что  

det( *A0 A) 0.                                                      (2.18) 

Для системы (2.16), (2.17) введем определяющее уравнение 

A0xk+1=Axk+Buk, 1,0 nk ,                                            (2.19) 

и рассмотрим функцию  

f( )=
)(

)(

g

h
,                                                            (2.20) 

где h( ) является наибольшим общим делителем миноров n-го порядка -матрицы 

[ A A0;B], а g( ) означает наибольший общий делитель миноров n-го порядка 

расширенной -матрицы [ A A0;B; Ax0]. 

Теорема 2.8 [18]. Следующие утверждения равносильны: 

(а) Регулярная дискретная система (2.17) имеет решение, соответствующее 

начальному условию (2.4). 

(b) При заданном п векторе х0 и выполнении (2.18) определяющее уравне-

ние (2.19) разрешимо относительно n-векторов x1, x2,...,xn и r-векторов u0, 

u1,...,un 1. 

(c) Для регулярных систем (2.16) и (2.17) с начальным условием (2.4) по-

лином (2.20) удовлетворяет соотношению f(0)  0. 

(d) Линейная регулярная система (2.16) имеет бесконечно дифференцируе-

мое решение x(t), соответствующее начальному условию (2.4). 

 Систему (2.16) будем считать управляемой, если для любого п вектора x0 

найдутся число t1>0 и достаточно гладкие вектор-функции x(t), u(t), t I, такие, что 

x(0)=x0, x(t1)=0.  

Предположим, что система (2.16) является регулярной и пусть 
1

0

n

k
k

k PP )( , где Pk   соответствующие n n матрицы, 1,0 nk , есть присое-

диненная матрица к матрице ( A0 A).  
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 Теорема 2.9 [17]. Регулярная система (2.16) управляема тогда и только то-

гда, когда rank[P0B; P1B; …; Pn-1B]=n. 

Обозначим через L(P) линейное пространство, натянутое на вектор-

столбцы матрицы P=[H;GH;…;G
n-1

H], где G=(A *A0)
-1

A0, H=(A *A0)
-1

B. 

Систему (2.16) назовем условно управляемой в множестве ℝп
, если для 

любого x0 M  начальное условие (2.4) системы (2.16) управляемо. 

 Теорема 2.10 [19]. Регулярная система (2.16) условно управляема в множе-

стве ℝп
 тогда и только тогда, когда L(Р). 

Рассмотрим теперь систему с запаздыванием 

),()()()( 10 tBuhtxAtAxtxA  t I,                                      (2.21) 

с выходом 

y(t)=Cx(t),                                                             (2.22) 

где C  m n  матрица. 

Для системы (2.21) требуется выбрать целые неотрицательные числа 

, ,k,l, и соответствующие r r матрицы Gij  и r m матрицы Qij так, чтобы замы-

кание системы (2.21), (2.22) регулятором 

G(p)u(t)=Q(p)y(t),                                                       (2.23) 

где 
0 00 0

)(  ,)(
i

k

j

hji
ij

i

k

j

hji
ij eQQeGG  приводило к системе (2.21 2.23), 

спектр которой конечен, т.е. конечно множество корней характеристической 

функции 
)(;)(

);(
det)(

GCQ

BD
, где D( )= A0 A A1e

- h
. 

 Система (2.21) в этом случае называется спектрально приводимой в классе 

регуляторов (2.23) по выходу (2.22). 

Теорема 2.11 [16]. Дифференциально-алгебраическая  система (2.21) спек-

трально приводима в классе динамических регуляторов (2.23) по выходу (2.22) 

тогда и только тогда, когда конечно каждое из множеств общих корней миноров 

п-го порядка матриц [D( );B] и 
C

D )(
. 

Систему (2.21) назовем полностью управляемой, если для каждого началь-

ного условия (2.2) найдется момент t1>0 и пара {x(t);u(t)} из кусочно-непрерывной  

r вектор-функции u(t) и дифференцируемой n вектор-функции x(t), удовлетво-

ряющих системе (2.21) и соотношению x(t)=0 при t>t1. 

Теорема 2.12 [14]. Система (2.21) тогда и только тогда полностью управ-

ляема, когда 

].;;;[];[

],;;;[];[

1010

100

BAAArankBeAAArank

BAAArankBArank
h  

Рассмотрим теперь дискретную систему управления вида 

A0x(t+1)=Ax(t)+A1x(t-h)+Bu(t), t Z
+
,                             (2.24) 

x0( )={x( )=q , = h, h+1,...,0},                                   (2.25) 

где x,q R
n
; u R

m
; а запаздывание h N(h 1). 
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Пусть rankA0=r<n. Без ограничения общности считаем, что матрица A0 

имеет вид ,
)0(

22
)0(

21

)0(
12

)0(
11

0
AA

AA
A  где квадратная матрица r r матрица 

)0(
11A  имеет 

полный ранг. Так как rA
)0(

11rank , то это влечѐт условие .0
)0(

12
)0(

11
)0(

21
)0(

22

1

AAAA  

В соответствии с блочным разбиением матрицы A0 представим матрицы A, 

A1, B в виде ,  ,  ,
2

1

)1(
22

)1(
12

)1(
21

)1(
11

1

2221

1211

B

B
B

AA

AA
A

AA

AA
A  и введѐм матрицы 

:2,1,  , jiFij  

.)(

,  ,  ,

2212
)0(

11
)0(

21
)0(

12
)0(

1121
)0(

12
)0(

1111
)0(

11
)0(

2122

2111
)0(

11
)0(

212112
)0(

12
)0(

1111121111

1111

11

AAAAAAAAAAAAF

AAAAFAAAAFAF
 

Следуя [106], будем говорить, что система (2.24) является каузальной 

(causal systems), если матрица F22 является невырожденной. Условие каузальности 

системы (2.24) обеспечивает регулярность тройки матриц (A0,A,A1), которая в 

свою очередь является необходимым и достаточным условием совместности сис-

темы (2.24).  

Обозначим ,,
2

1
1

1

1
2)1(

22
)1(

21

)1(
12

)1(
11

1

2221

1211

B

B
D

B

B
D

AA

AA
D   

 )( 21
1

221211
)0(

11

1

FFFFA , 

,
0

00

0
1

1

)0(
11

)0(
21

1
2212

1
22

)0(
11

1

rn

r

rn

r

EAA

E

E

FFE

F

A
D

,
0

0 21
1

22

0
12

)0(
11

2

1

rn

r

rn

r

EFF

E

E

AAE
D  

а также введѐм в рассмотрение так называемые определяющие уравнения: 

,12111
i

ht
i

ht
i

t
i

t ZYYY  

,...,2,1  ,3,0  ,2221 tiZYZ i
ht

i
ht

i
t  

при условиях:  

.0 при  ,0  ,,,0  ;,,0

;,,0  ;0,,

2
3
01

3
1

3
022

2
012

2
1

2
0

21
1
011

1
1

1
0

0
0

0
1,

0
0

tYZBZBYYZYY

ZYYZYEY

i
t

i
t

rr

ΩΩ

ΩΩΩ

 Вектор x R
n
 является допустимым в момент времени t, t Z

+
 для системы (2.24), 

если существуют векторы 
nx R  и u R 

m
 такие, что 

)()()()1( 10 tBuhtxAtAxtxA . 

Пусть R0(t)  множество всех допустимых векторов системы (2.24) в мо-

мент t.  

Можно точно описать множество R0(t) допустимых векторов x(t) для сис-

темы (2.24) в любой момент времени t, t Z
+
. Так, например, множество R0(0) 

начальных векторов в момент времени t=0 описывается формулой 
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TTT zyDq )]0(|)0([20 , где у(0)  произвольный r-вектор, а (n r)–вектор z(0) 

принадлежит множеству  

}),(],[)(|)({
m

h uuBqDzz R  000 2
1

22221 . 

Система (2.24) называется R0 управляемой в момент времени t1 

(t1 заданное время, t1 N), если для любого допустимого начального состояния 

(2.25)  и любого вектора x1 R0(t1) существует последовательность управлений 

{u(0),u(1),...,u(t1-1)} такая, что решение системы (2.24), (2.25) удовлетворяет усло-

вию x(t1)=x1. 

Система (2.24) называется t1  управляемой, если она R0  управляема в 

момент t1 и R0(t1) совпадает со всем пространством R
n
. 

Теорема 2.13 [85]. Каузальная система (2.24) R0  управляема в момент 

времени t1 тогда и только тогда, когда  .rank},...,,rank{ 0
33

2
3

1 1
AYYY t  

Теорема 2.14 [85]. Каузальная система (2.24) t1 управляема тогда и только 

тогда, когда она R0 управляема в момент t1 и .rank},...,,{rank 0
33

1
3
0 1

AnZZZ t  

Рассмотрим не разрешѐнную относительно производной систему управле-

ния нейтрального типа, вида 

,  ),()()()()( 210 TttBuhtxAhtxAtAxtxA                          (2.26) 

x0( )={x(t)= (t), h t 0},                                                (2.27) 

с выходом (2.22), где x R
n
, u R

m
, y R

т
; A0,A,A1,A2,B,C  заданные матрицы соот-

ветствующих  размерностей; (t)  абсолютно-непрерывная на отрезке [0,h] 

функция. Пусть система совместна, т.е. существует число * C такое, что матри-

ца *)= *A0+A+A1exp( *h)+ *A2exp( *h) является невырожденной. Укажем 

алгоритм построения передаточной матрицы 

G(p)=C(pA0 A A1exp(-ph)-pA2exp(-ph))
1
B                                 (2.28) 

системы (2.26),(2.27) с выходом (2.22). Передаточные матрицы широко применя-

ются в теории автоматического регулирования и являются одним из основных ин-

струментов анализа системы (2.26) на устойчивость. 

Метод построения такой передаточной матрицы для систем с запаздывани-

ем разработан в [84]. Следуя этой работе введѐм обозначения:  

=p+ *, =exp( *h)-exp( ph), = *exp( *h)-pexp( ph), Âi=
-1

( *)Ai, 2,0i . 

Пусть далее n n матрицы Bn 1, B  и числа а   вычисляются рекуррентным об-

разом по матрицам  Â0, Â1, Â2: 

          Bn-1=En, 
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,ˆ),ˆ(
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1 j
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j
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j
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i
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i
in BAEaBBASp

in
a

)(
,,

)(
,,

)(
,.

)(
,,

)(
,,

ˆˆ(
1

10
1

10                        
1 j

n
jjii

BAEaBBASp
in
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,ˆˆ,ˆˆ )(
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)(
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)(
,,

)(
,,

iijj
BABABABA 1211

1
12

1
11                                  

,0,2,,   ,0,3                        ;0,1,,   ,0,2 jnnjinni   

причѐм считается, что 0
)(i

B , если один из индексов ,  или  меньше нуля.  

Теорема 2.15 [86, 88]. Для передаточной матрицы G(p) системы (2.26) вер-

на формула 
1

1

)(
1

1
1 1ˆˆ)(

n

i i

in
n

i i
n aBBpG  ,          (2.29)                                         

где .0,1,,  ,0,2  ,*)(ˆ  ,*)(ˆ 1)()(1
11 jnniBCBBBCBB

jj
nn  

Отметим, что вычисление матрицы G(p) по формуле (2.29) не зависит от 

выбора числа * С обеспечивающего невырожденность матрицы  и может 

быть перенесено на дифференциально-алгебраические системы более сложного 

вида. 

Нестационарные динамические системы. Рассмотрим систему  

,  ,0)()()()(0 IttxtAtxtA                                           (2.30) 

где A0(t), A(t)  абсолютно непрерывные n n матричные функции, ограниченные 

на промежутке I. 

Абсолютно непрерывную матричную функцию X размерности n k  назо-

вем фундаментальной матрицей решений системы (2.30), если для любого посто-

янного вектора с размерности k функция x(t)=X(t)с является решением системы 

(2.30), и для любого решения x(t) системы (2.30) существует единственный посто-

янный вектор с такой, что x(t)=X(t)с. В дальнейшем рассматриваем только такие 

системы, для которых существуют фундаментальные матрицы решений.  

Аналогично как и для линейных дифференциальных систем введем поня-

тие асимптотической эквивалентности для линейных дифференциально-

алгебраических систем. 

Системы (2.30) и 

P(t) y +Q(t)y=0, t I,                                                      (2.31) 

где P и Q - абсолютно непрерывные n n матричные функции, ограниченные на 

промежутке I, причем det P(t)=0 при всех t I, назовем асимптотически эквива-

лентными, если существует такая матрица Ляпунова L, что для любого решения y 

системы (2.31) функция x=Ly  решение системы (2.30), и для любого решения x 

системы  (2.30) функция y=L
1
x  решение системы (2.31). 

При определенных условиях на коэффициенты (см., например, [107]) сис-

тема (2.30) оказывается асимптотически эквивалентной системе (2.31), где матри-

цы P(t) и Q(t) имеют вид  

P(t)=diag{On-k,n-k, En-k},  Q(t)=diag{Ek, Q0(t)},                                   (2.32) 

и Q0(t)  k k матричная функция, локально суммируемая и ограниченная на I. 
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Специальная структура приведенной системы позволяет применить к  ис-

следованию систем линейных уравнений, не разрешенных относительно произ-

водных, методику, разработанную для исследования асимптотических свойств 

решений обыкновенных дифференциальных систем, и тем самым, в частности, 

получить условия асимптотической эквивалентности систем вида (2.30) и систем 

с кусочно-постоянными [107] и постоянными матрицами коэффициентов [66,68]. 

В частности, систему (2.30) назовем приводимой, если она асимптотически экви-

валентна системе (2.31) с постоянными матрицами коэффициентов P и Q. Анало-

гом критерия Еругина приводимости обыкновенных линейных дифференциаль-

ных систем является следующее утверждение. 

Теорема 2.16 [65]. Для того чтобы система (2.30) была приводима к систе-

ме (2.31),  коэффициенты которой удовлетворяют (2.32) с постоянной на I матри-

цей Q0(t), Q0(t) Q0, необходимо и достаточно, чтобы существовали матрица Ля-

пунова L и фундаментальная матрица X решений системы (2.30) такие, что имеет 

место равенство  

,)()(
Qte

O
tLtX  

где O  нулевая матрица, а постоянная матрица Q такова, что системы обыкно-

венных дифференциальных уравнений  u = Q0u и v=Qv асимптотически эквива-

лентны.  

Система (2.30) с постоянными матрицами A0 и А (p( )=det( ( )), 

k=degp( ), р( )≢0)  может быть приведена к указанному в теореме виду, где в ка-

честве матрицы Q0 может быть использована постоянная k k матрица K, пред-

ставляющая собой действительную часть некоторой матрицы, имеющей нормаль-

ную жорданову форму. Кроме того, для асимптотически эквивалентных систем с 

постоянными коэффициентами матрица K находится единственным образом, что 

устанавливает вид полной системы асимптотических инвариантов для приводи-

мых систем линейных уравнений, не разрешенных относительно производных. 

Следующий результат является аналогом теоремы Флоке-Ляпунова о при-

водимости линейных дифференциальных систем с периодическими коэффициен-

тами. 

Матричную функцию A0(t):I R
n n 

назовем матричной функцией со ста-

бильным рангом, если rankA0(t)=k, 0 k n, t I, и существует k k подматрица 

)(
~

0 tA матрицы A0(t) такая, что det )(
~

0 tA 0 t I.  

Как и ранее, функцию p( )=det( ( )) будем рассматривать как многочлен 

от  с переменными  коэффициентами, причем будем предполагать, что p( )≢0. 

Теорема 2.17. [68]. Пусть матрицы A0(t) и A(t) коэффициентов системы 

(2.30) являются абсолютно непрерывными матричными функциями, производные 

которых ограничены на ℝ.  Если A0(t) и A(t)  периодические матричные функции 

с соизмеримыми периодами, и матричная функция A0(t) обладает стабильностью 

ранга, причем rankA0(t)=deg p( ) при всех действительных t, то система (2.30) яв-

ляется приводимой. 
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Наряду с аналитическим представлением решений дифференциально-

алгебраических систем, в последние двадцать лет  в связи с развитием персональ-

ных компьютеров, всѐ большую важность приобретают численные методы их ре-

шения. 

Для нестационарной системы с запаздыванием  

,  ),()()()()()()( 10 IttfhtxtAtxtAtxtA                             (2.33)      

с начальным состоянием (2.2) и при условии, что A0(t), A(t), A1(t)  n n  матрицы 

действительной переменной t, f(t), (t)  кусочно-непрерывные п  вектор-

функции и система (2.33), (2.2) является совместной, разработан численный метод 

построения еѐ решения [87]. Решение строится в классе Уолш функций (Walsh 

functions [111, 100]). Базой для построения множества {wi(t)} Уолш функций слу-

жит множество {ri(t)} функций Радемахера, рассматриваемых на полуинтервале 

[0,1). В общем случае функция ri(t) представляет собой цепь единичных импуль-

сов с 2
i 1

 циклом на [0,1) и принимающая последовательно значения 1 или –1. 

Система функций Радемахера {ri(t)} является ортонормированной и неполной в 

гильбертовом пространстве L2([0,1)). В тоже время как множество Уолш функций 

{wi(t)}, где  ...,))(())(())(()( 21 trtrtrtw qqqi  1][log2 iq , двоичное 

представление числа i: i= 2
q-1

+ 2
q-2

+ 2
q-3

+…, является полной ортонормирован-

ной системой  в L2([0,1)). 

Показано [87], что точное решение системы (2.33), (2.2) может быть при-

ближено в средне-квадратичном с высокой степенью точности п  вектор-

функций, представляющий собой сходящийся ряд по ортонормированной системе 

Уолш функций. 

3. Асимптотические свойства решений дифференциальных включений 

Развитие общей теории дифференциальных включений и исследование 

асимптотических характеристик их решений последние четыре десятилетия шло 

параллельно, поэтому и мы будем следовать этой традиции и изложим в этом па-

раграфе результаты по общей и асимптотической теории дифференциальных 

включений. 

Пусть E  сепарабельное банахово пространство, T=[0,a]  отрезок в R;   

мера Лебега на T; cl(E), comp(E), conv(E)  соответственно метрические простран-

ства всех непустых замкнутых, непустых компактных, непустых компактных вы-

пуклых подмножеств из E с метрикой Хаусдорфа (A,B); R
d v

  пространство дей-

ствительных d v матриц с евклидовой нормой; S(x0,r)  открытый шар в E радиуса 

r с центром в точке x0; [A]     окрестность множества A.  

Рассмотрим следующую задачу 

,)(  ),,( 00 xtxxtFx                                               (3.1) 

где F:T S(x0,r) cl(E)  многозначное отображение, ставящее в соответствие каж-

дой точке (t,x) множество F(t,x) cl(E). Решением задачи (3.1) считаем абсолютно 

непрерывную функцию x( ), определенную на некотором промежутке [0,t*| T, 
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удовлетворяющую соотношению 
t

dvxtx
0

0 )()( , где v(t)  интегрируемый по 

Бохнеру селектор отображения F(t,x(t)), т.е. v(t) F(t,x(t)) для почти всех t [0,t*|. 

Соотношение ),( xtFx  называют дифференциальным включением, к ко-

торым, например, сводятся дифференциальные уравнения с разрывной правой ча-

стью, дифференциальные неравенства 0),,( xtxF  , дифференциальные уравне-

ния с управлением ).(),,,( xVuuxtfx  Результаты теории дифференциальных 

включений находят широкое применение при изучении систем автоматического 

регулирования, дифференциальных уравнений с разрывной правой частью, в тео-

рии оптимального управления, в теории дифференциальных игр и уже не возмож-

но представить современную теорию дифференциальных уравнений без теории 

дифференциальных включений. 

Следующая теорема является первой теоремой существования для диффе-

ренциальных включений в банаховом пространстве. 

Теорема 3.1. [43]  Пусть отображение F удовлетворяет следующим усло-

виям: 

а) измеримо по t при каждом x; 

б) существует интегрируемая по Лебегу функция k( ):T R такая, что 

(F(t,x),F(t,y))  k(t)||x-y||, t T, x,y S(x0,r); 

в) функция t (0,F(t,x0))  интегрируемая по Лебегу на T. Тогда задача 

(3.1) имеет решение. 

В теореме 3.2 установлены условия, обеспечивающие непрерывную зави-

симость решений от правых частей и начальных условий. Для еѐ формулировки 

наряду с задачей (3.1) рассмотрим возмущенную задачу 

.-  ),,(  ,  ,)),(  ),,((  ,)(  ),,( 0
'
001001 xxrxSxTtxtFxtFxtxxtFx  (3.2) 

Теорема 3.2. [43] Пусть x( ):T E  решение задачи (3.1), а отображение F1 

удовлетворяет условиям а) и б) теоремы 3.1. Тогда существует 0>0 такое, что для 

любого 0, существует решение x1( ) задачи (3.2), удовлетворяющее усло-

виям ||x(t)-x1(t)|| L, t T, ))(()()( 11 Ltktxtx   для почти всех t T,  

где ddsskdkL
a aa

00

))(exp())(exp( . 

Связь решений дифференциальных включений ),( xtFx  и ),,( xtFcox  

где ),( xtFco   замыкание выпуклой оболочки множества F(t,x), рассматривалась 

в статьях [43,44], а применение полученных результатов для исследования кор-

ректности задач оптимального управления дано в [41,42].  

Остановимся теперь на свойствах множеств достижимости дифференци-

альных включений и на одном способе их приближенного построения.  

Рассмотрим абсолютно непрерывную функцию X:T comp(E), будем гово-

рить, что отображение F:(t,x) F(t,x) conv(E) порождено функцией Х( ), если F 

типа Каратеодори и 

0)}))(|)),(({),(((lim 1

0
tXxxthFxhtXh

h
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для почти всех t T. Семейство {F} отображений, порожденных функцией Х( ) 

обозначим ПХ. Рассмотрим включение 

F ПХ, X(0)=X0,                                                     (3.3) 

где x0 comp(E), F:T conv(E). R  решением включения (3.3) будем называть 

всякое абсолютно непрерывное отображение X:T comp(E) такое, что ПХ F, 

X(0)=X0. Через Y(t) обозначим множество достижимости для включения (3.1) в 

момент t из множества X0, т.е. )(  },),(|{)(
000 xx xXxtxxExtY

o
 решение 

задачи (3.1) с начальным условием x0. 

Построим множество n(t) по следующему правилу: возьмем последова-

тельность ,...2,1  }),,...,1,0|({)( nnitr i
nn ,  разбиений отрезка T точками 

attt n
nnn ...0 10  такую, что каждое последующее  разбиение является из-

мельчением предыдущего и 0}1,...,1,0|max{ 1 nitt i
n

i
n  при n , положим 

],,[},|),(({)( 10
0

0
nn

t

n tttXxdxFAxt  имея ),( 1
nn t построим n(t) для 

)},(|),(({)(   ],[ 121

1
nn

t

t

nnn txdxFAxtttt

n

 продолжая этот процесс далее 

построим n(t) на Т, здесь 
t

t i
n

dxFA ),(   интеграл Аумана для многозначного ото-

бражения F(t,x). 

Теорема 3.3. [46] Пусть отображение F:T E comp(E) удовлетворяет ус-

ловиям  

i) измеримо по t при каждом x E, 

ii) существует функция Камке  такая, что  

(F(t,x),F(t,y)) (t,||x-y||) 

для всех t T, x,y E, 

iii) отображение t (0,F(t,0)) интегрируемо по Лебегу на Т. Тогда для лю-

бого X0 comp(E) последовательность п , п=1,2,…, равномерно на Т сходится к 

R решению включения (3.3), R решение единственно, непрерывно зависит от на-

чального множества Х0 и X(t)=Y(t) для всех t T. 

Далее с помощью метода знакопостоянных функций Ляпунова исследуется 

устойчивость решений дифференциальных включений. Метод знакопостоянных 

функций Ляпунова, начиная с работ [21] интенсивно развивается в Беларуси 

[22,27]. 

В теореме 3.4 предполагается, что выполнены следующие условия: 

 1) F:R R
n

comp(R
n
), F(t,0) 0; 

 2) Для любой точки (t0,x0) R R
n
 существует хотя бы одно решение дифференци-

ального включения(3.1), определенное на некотором отрезке ]t0 , t0+ [, >0; 

 3) b>0, d>0, существует интегрируемая по Лебегу функция  п( ) такая, что 

F(t,x) S(0,n(t)), x S  (0,b), для почти всех t ]-d,d[; 
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 4) >0, t0 R, t >t0,  ( ,t0, t )>0, x0 S(0, ) каждое решение x( ;t0,x0) продол-

жимо на [t0, t ] и x(t;t0,x0) S(0, ), t [t0, t ]; 

 5) существует полунепрерывное сверху L периодичное по t отображение 

G:R R
n

conv(R
n
) такое, что b>0, >0, (b, )>0, t R \]- [, x S (0,b) 

F(t,x) [G(t,x)] ; 

 6) существует непрерывное отображение V:R R
n

[0,+ [, V(t,0)=0, для которого 

1>0 такое, что для любого решения х( ) дифференциального включения (3.1) 

функция t V(t,x(t)) не возрастает до тех пор, пока x(t) S (0, 1) и существует не-

прерывное L периодическое по t отображение W:R R
n

[0,+ [ такое, что 2>0, 

 ( )>0, t R\] [, x S (0, 2)   |V(t,x) W(t,x)| . 

Через )(tmW  обозначим множество {x S(0, )|W(t,x)=0}, а через y ( ;t0,x0),  

y
+
( ;t0,x0),  y ( ;t0,x0)  решения дифференциального включения 

),( ytGy                                                   (3.4) 

с начальным условием y(t0)=x0, определенные соответственно на промежутках 

] ,t0], [t0,+ [, ] ,+ [. 

Теорема 3.4. [47]  Если >0 такое, что дифференциальное  включение 

(3.4) не имеет решений y ( ;t0,x0),  отличных от тривиального, удовлетворяющих 

условию y (t;t0,x0) )(tmw , t ] ,t0], то нулевое решение включения (3.1) устой-

чиво. 

Если, кроме того, включение (3.4) не имеет решений y ( ;t0,x0), отличных 

от тривиального таких, что W(t, y (t;t0,x0))=W(t0,x0), y (t;t0,x0) S(0, ), t R, то ну-

левое решение дифференциального включения (3.1) асимптотически устойчиво. 

В следующей теореме 3.5 предполагается, что выполнены  условия  

1)-5) и условие 6) >0, существует непрерывно дифференцируемая L перио-

дическая функция W:R R
n

[0,+ [, W(t,0) 0, такая, что (t,x) R S (0, ) 

)(M,0,
),(),(

sup),(
),(

ta
x

xtW

t

xtW
xtW w

xtGa

 {x S (0, )|W (t,x)=0}. 

Теорема 3.5. [47]. Если >0 такое, что дифференциальное включение 

(3.4) не имеет решений, отличных от тривиального, удовлетворяющих условию 

y (t;t0,x0) )(tM w ,  t ] ,t0], то нулевое решение дифференциального включения 

(3.1) асимптотически устойчиво. 

Метод знакопостоянных функций Ляпунова применим для исследования 

устойчивости  функционально-дифференциальных включений. [48] и для произ-

вольных, введенных в [49]  П  систем. 

Пусть D  метрическое пространство с метрикой ,   отображение, ста-

вящее в соответствие каждой точке (t0,x0) R D множество (t0,x0) непрерывных 

функций :I D, (t0)=x0, где I   множество вида ]a ,b [ c a <+ , либо 

[a ,b [ c <a <+ , b + , t0 I , причем для любых двух функций 1, 

2 (t0,x0) существует точка 
211 IIt , в которой 1(t1) 2(t1). Будем гово-

рить, что на R E задана   система , если  удовлетворяет следующим аксио-

мам А1) А4). 
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А1) L>0, k ℤ, (t0,x0) R D  (t0+kL,x0)={ | (t)= (t-kL), (t0,x0)}.  

A2) (t0,x0) R D, (t0,x0), t1 I , (t1, (t1)).  

Функции (t0,x0) назовем движениями, сужения  на [t0,b [  положи-

тельными движениями, а сужения  на I ]- ,t0]  отрицательными движениями. 

Если движение ( ;t0,x0) определено на ]- ,+ [ (соответственно на [t0,+ [,  

]- ,t0]), то пишем  (соответственно 
+
, ). Сужение  на промежуток |a,b| I  

называем отрезком движения и обозначаем ( ;t0,x0)||a,b|. 

A3) Если непрерывная функция :|c,d| D, t0 |c,d|, такова, что ее сужение 

на любой отрезок [a,b] |c,d| является отрезком некоторого движения из (t0, (t0)), 

то ( ) также является отрезком движения из (t0, (t0)). 

A4) Пусть N(n)  возрастающая последовательность натуральных чисел, а 

п  последовательность стремящаяся к нулю при п . Если последовательность 

движений п( ;t0,x0n), n 1, (t0,x0n) R D такова, что последовательность zn( ), 

zn(t)= n(t+N(n)L+ n;t0,x0), определена и ограничена на [a,b] R, то для любого , 

0< <b a, из последовательности zn( ) можно выбрать последовательность 
knz ( ) 

равномерно сходящуюся на [a+ ,b] к отрезку ( ;t1,q)|[a+ ,b], t1 [a+ ,b], 

)(lim 1tzq
kn

k
, некоторого движения. 

Периодические дифференциальные включения, периодические функцио-

нально-дифференциальные включения, системы уравнений с частными производ-

ными параболического типа порождают некоторые системы. [49]. 

Введем следующие условия а) и б). 

а) существует непрерывная L  периодическая по t функция V:R D R та-

кая, что при всех (t,x) R D 

.0)),(),((
1

suplim),(
),,(0

xtVyV
t

xtVD
xtXyt

 

где X(t;t0,x0)  множество достижимости П системы {x D|x= (t;t0,x0), (t0,x0), 

x0 X0} из множества X0 D. 

Пусть K:R comp(D)  непрерывное L-периодическое отображение. Ска-

жем, что П-система и отображение K удовлетворяют условию б) если, во-первых, 

t0 [0,L], t1>t0, >0, ( ,t0,t1)>0, x0 [K(t0)] , каждое движение ( ;t0,x0)    

системы определено на [t0,t1] и ( (t;t0,x0,K(t))<  при всех t [t0,t1], во-вторых, су-

ществует непрерывная L-периодическая по t функция W:R D [0,+ [ и >0 та-

кие, что W(t,x)=0 при всех (t,x) {(t,x)|t [0,L], x K(t)}и D+W(t,x) 0 при всех (t,x)  

{(t,x)|t [0,L], x [K(t))] }. m (t)={x [K(t)] |W(t,x)=0}, N (t)={x [K(t)] |D+W(t,x)= 

=0}. 

  Пусть M(t)={x D|D+V(t,x)=0} и пусть P:R comp(E)  L  периодическое 

непрерывное многозначное отображение.  

Отображение Р назовем q полуинвариантным, если X(s1+mL;s,P(s)) P(s1) 

при всех m N, s1 [0,L], s [0,L] и P(s1;s,P(s)) P(s1)  при всех s [0,L], s1 [s,L]. 

Отображение Р назовем q слабоинвариантным, если s [0,L], q P(s) 

существует движение ( ;s,q) такое, что (s1+mL;s,q) P(s1) при всех s1 [0,L] и 

всех m ℤ. 
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Теорема 3.6. [49] Если выполнено условие а), то любое ограниченное дви-

жение 
+
( ; t0,x0)   системы стремится к некоторому q-слабоинвариантному L – 

периодическому отображению P:R comp(D) такому, что P(t) M(t) при всех 

t [0,L]. Если, кроме того, все точки (t0,x0) R D являются точками интегральной 

непрерывности для П-системы, то P  q  полуинвариантное отображение. 

Теорема 3.7. [49] Пусть П система и отображение K удовлетворяют усло-

вию б) и пусть существует 1>0 такое, что П система не имеет отрицательных 

движений ( ;0,x0), удовлетворяющих условию t ]- ,0]  (t;0,x0) 1m (t)\K(t). 

Тогда отображение K является устойчивым. Если, кроме того, П система не име-

ет движений ( ;0,x0) таких, что (t;0,x0) )(\)( 11 tmtN , то отображение K 

асимптотически устойчиво.  

Применяя полученные результаты к системе 
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и используя для еѐ исследования функцию V(t,y,z)=(2+sint)y
2
+((2+cost)z

2
1)

2
, ус-

танавливаем, что отображение M1(t)={(y,z)|(2+sint)y
2
+(2+cost)z

2
=1}  асимптотиче-

ски устойчиво, а отображение M2(t)={(0,0)}, t R,  неустойчивое, кроме того, 

все решения (y( ;t0,y0), z( ;t0,z0)), |y0|+|z0| 0, стремится к отображению M1(t) при 

t  [50]. 

Перейдем теперь к исследованию стохастических дифференциальных 

уравнений и включений. 

Рассмотрим уравнение   

dx(t)=f(t,x(t))dt+g(t,x(t))dw(t)                                         (3.5) 

c измеримыми по Борелю функциями f:R+ R
d

R
d
, g: R+ R

d
R

d d
. В каждой точке 

(t,x)  R+ R
d
 построим множества F(t,x), A(t,x), которые являются наименьшими 

выпуклыми замкнутыми множествами, содержащими все предельные точки соот-

ветственно f(t’,x’), a(t’,x’) при (t’,x’) (t,x), где a(t,x)=g(t,x) g
T
(t,x). Пусть 

),(

1)),((det)|,{(
xtU

dydyaxtH  для каждой открытой окрестности U(t,x) точки 

(t,x)}, H
c
=( R+ R

d
)\H;  cH ][ =( R+ R

d
)\[H] ; ),(|),({),( 2

1

xtbxtbxtG A(t,x)}, 

.),(),,(

,),(),,(
),(     

,),(),,(

,),(),,(
),( 00

HxtxtG

Hxtxtg
xtG

HxtxtF

Hxtxtf
xtF

cc

 

Под -слабым решением уравнения (3.5) с начальным условием x0 R
d
 по-

нимаем d-мерный непрерывный случайный процесс x(t),t R+, определѐнный на 

вероятностном пространстве ( ,F,P) с потоком -алгебр Ft такой , что 1) сущест-

вует Ft-броуновское движение w(t)  с w(0)=0 п.н. ;2) при каждом t отображение 

x(t, ) Ft- измеримо, 3) существуют измеримые Ft-согласованные процессы v  

и u такие, что v(t, ) F0(t,x(t, )),  u(t, ) G0(t,x(t, )) для ( P)-почти всех (t, 

) R+ ; 4) для каждого t  с вероятностью 1  



 25 

                                  
t t

dWudvxtx
0 0

0 ),()()()(                           (3.6) 

где интеграл по dW(t)  является интегралом Ито. 

Теорема 3.8 [57]. Если функции f  и  g  измеримы по Борелю и ограничены 

, то x0 R
d
, уравнение (3.5) имеет -слабое решение с начальным условием x0. 

Если не предполагать, что отображения f и g ограничены, то -слабые ре-

шения могут уходить в бесконечность за конечное время. Для рассмотрения таких 

решений используем следующее определение -слабого решения. Пусть 

 }{ˆ dd RR одноточечная компактификация R
d
 и ,ˆ:|{)ˆ,(ˆ dd RRhhRRC  h не-

прерывна и h(t )= , t >t, если h(t)= }.Для )ˆ,(ˆ dRRCh полагаем l(h)=inf{t|h(t)= }. 

Под -слабым решением уравнения (3.5) с начальным условием x0 R
d
 по-

нимаем случайный процесс x(t) , определѐнный на вероятностном пространстве 

( ,F,P) с потоком -алгебр Ft  такой, что существует Ft-броуновское движение 

w(t), w(0)=0 п.н. 2)при каждом t отображении dRtx ˆ),(  Ft-измеримо,3) су-

ществуют измеримые Ft-согласованные процессы v и u такие, что для почти всех 

 v(t, )  F0(t,x(t, )), u(t, ) G0(t,x(t, )) для почти всех t [0,l( )[, где 

l( )= l(x( )), 4) для почти всех  выполняется равенство (3.6) для всех 

t [0,l( )[. 

Отображения f и g называем локально ограниченными, если для любого 

n N существует постоянная k(n) такая, что ||f(t,x)||+||g(t,x)|| k(n) для всех 

t R+,x S(0,n). 

Теорема 3.9. [57] Если отображения f и g измеримы по Борелю и локально 

ограничены, то для  любого x0 существует -слабое решение уравнения (3.5) с на-

чальным условием x0. 

Заменив в определении -слабого решения множества F0 и G0 на F и G, 

приходим к определению -слабого решения уравнения (3.5). Пусть   совокуп-

ность вероятностей на (R
d
, (R

d
)), (R

d
)  борелевская алгебра на R

d
, d – метри-

ка Леви-Прохорова на , )(
1

YH t   множество вероятностных законов )( 1tx
P   слу-

чайных векторов x(t1): R
d
 в (R

d
, (R

d
)), соответствующих всевозможным 

слабым решениям уравнения (3.5) с начальными условиями x0 Y.  

Теорема 3.10. [57] Пусть отображения f и g измеримы по Борелю и имеют 

линейный порядок роста. Тогда t1>0, >0,   такое,  что для любых измери-

мых по Борелю отображений f* и g*, ||f*(t,x) f(t,x)|| , ||g*(t,x) g(t,x)|| , 

(t,x) [0,t1] R
d
; *

0x , ||x0
*
0x || ; для любого - слабого решения x*(t) уравнения 

dx(t)=f*(t,x(t))dt+g*(t,x(t))dw(t), x*(0)= *
0x , найдется -слабое решение x(t) уравне-

ния (3.5) с начальным условием х0 такое, что .),(
)()(* 11 txtx

PPd  

Теорема 3.11. [57] Если выполнены условия теоремы 3.10, то для любого 

t1>0 и любого компактного множества Y R
d
, )(

1
YH t является компактным мно-

жеством в пространстве (П,d).  

Из теоремы 3.9 вытекают теоремы существования решений для обыкно-

венных дифференциальных уравнений с разрывными коэффициентами [95] и для 
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стохастических дифференциальных уравнений  как с непрерывными правыми 

частями, так  и с измеримыми коэффициентами, но с невырожденным оператором 

диффузии [42]. 

Перейдем теперь к определению и теореме существования сильных реше-

ний стохастических дифференциальных уравнений. Пусть заданы: вероятностное 

пространство ( , F, P) с потоком -алгебр Ft; Ft  броуновское движение w(t) c 

w(0)=0 п.н.; непрерывные отображения f:R+ R
d

R
d
, g:R+ R

d
R

d d
, и измеримое 

по Борелю отображение f1:R+ R
d

R
d
. Рассмотрим уравнение  

dx(t)=(f(t,x(t))+f1(t,x(t))dt+g(t,x(t))dw(t)                                 (3.7) 

Определим множества H(t,x)={(t,x)|det a(t,x)=0}, где a(t,x)=g(t,x) g
T
(t,x); 

H
c
=(R+ R

d
)\H; F1(t,x)  наименьшее выпуклое замкнутое множество, содержащее 

все предельные точки f1(t’,x’) при (t’,x’) (t,x),  

HxtxtF

Hxtxtf
xtF

c

),(),,(

,),(),,(
),(

1

1
2  

Под сильным решением уравнения (3.7) с начальным условием x0 понима-

ем d-мерный непрерывный случайный процесс x(t) такой, что 1) для каждого t 

отображениe x(t, )  Ft  измеримо, 2) существует измеримый Ft  согласован-

ный процесс v, v(t, ) F2(t,x(t, )) для ( P)  почти всех (t, ) R+ , 3) для каж-

дого t R+ с вероятностью 1 

.)())(,())(,()(()(
00

0

tt

dwxgdxfvxtx  

Теорема 3.12. [56] Если f,g   непрерывные ограниченные отображения, 

удовлетворяющие локальному условию Липшица по x, f1  измеримая по Борелю 

ограниченная функция такая, что 0),(),(, 211121 xtfxtfxx  t R+, x1,x2 R
d
, то 

для любого x0 R
d
 уравнение (3.7) имеет единственное сильное решение с началь-

ным условием x0. 

Стохастическое дифференциальное включение  

dx(t) F(t,x(t))dt+g(t,x(t))dw(t)                                  (3.8) 

где F:R+ R
d

conv(R
d
)  некоторое полунепрерывное сверху многозначное ото-

бражение, g:R+ R
d

R
d d

  непрерывное отображение, и теоремы существования 

слабых и сильных решений включения (3.8) рассматривались в работах [54 57]. 

Пусть F и g не зависят от t и F(0) 0, g(0)=0. Нулевое решение включения 

(3.8) называется -устойчивым, если >0, >0, для любого слабого решения 

включения (3.8), для которого ||x0||  имеем E(||x(t)|| ) , t 0 (E  знак математи-

ческого ожидания). 

Нулевое решение называется глобально асимптотически -устойчивым, 

если оно -устойчиво и для любого решения х(t) выполняется 0))((lim txE
t

. 



 27 

Условие А). Существует дважды непрерывно дифференцируемая функция 

V:R
d

R такая, что V(x) 0, 0
)(

)(
2

1)(
sup)(

1,

2
)(

1)(

d

ji
ji

ij
d

i

i

i
xFa xx

xV
xga

x

xV
xAV  

x R
d
; V(0)=0, где 

d

k

j
k

i
k

ij ggg
1

)()()( , a
i
, )(l

kg  компоненты вектора а и матрицы g.  

Положим MV={x R
d
|AV(x)=0} u будем говорить, что слабое решение (x(t), 

v(t)) принадлежит множеству MV, если п.н. 
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txV
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))((
 для почти всех t 0. 

Теорема 3.13. [51] Пусть k1||x|| V(x) k2||x|| , x R
d
 и выполнено условие 

А). Тогда нулевое решение -устойчиво, если, кроме того, AV(x) k3||x|| , то для 

каждого решения x(t) включения (3.8), 

,0),exp(||||)||)((||
1

3
0

1

2 tt
k

k
x

k

k
txE  

(k1,k2,k3  некоторые положительные постоянные). 

Теорема 3.14. [51] Пусть k1||x|| V(x) k2||x|| , x R
d
; (F(x),0) k3(||x|| +1), 

x R
d
; где k1, k2, k3, ,   положительные постоянные, < , выполнено условие 

А) и не существует ненулевых слабых решений x(t) включения (3.8), принадле-

жащих множеству MV. Тогда нулевое решение включения (3.8) является глобаль-

но асимптотически -устойчивым. 

Применение теоремы 3.14 для исследования задачи об оптимальной -

стабилизации дано в [53]. Там же изучены свойства предельных множеств зако-

нов распределения слабых решений стохастических включений. 

В заключение приведем метод интегральных неравенств [80] для стохасти-

ческих дифференциальных уравнений (3.7), который основан на следующем 

представлении решений уравнения (3.7) через решения обыкновенного диффе-

ренциального уравнения 

),( ytfy .                                                        (3.9) 

Пусть отображение f дважды непрерывно дифференцируемо, а f1 и g не-

прерывны. Решение уравнения (3.9) с начальным условием y(t0)=y0 обозначим че-

рез y(t;t0,y0). Составим уравнение в вариациях для системы (3.9) 

zyttyt
y

f
z )),;(;( 00 .                                               (3.10) 

Обозначим через U(t;t0,x0) фундаментальную матрицу решений уравнения 

(3.10), нормированную при t=t0, через f 
i
  компоненты функции f и построим мат-

ричные уравнения 

),;()),;(,(),;()),;(;( 00002

2

0000 yttUyttyt
y

f
yttUVyttyt

y

f
V

i
T

ii
 ,      (3.11) 

i=1,…,d. Пусть Vi(t;t0,y0)  решение уравнения (3.11) с начальным условием 

Vi(t;t0,y0)=0. Тогда решение x(t)  уравнения (3.7) представимо в виде  
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tt

dwxgxtUdxtzxfxtUxtytx
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 н.п., где T
d

TT VggtrxtVxgxgtrxtz ))(
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1
))),...,(,;())(,())(,((

2

1
())(,;( 1 . 

Предположим, что существуют непрерывные функции mi(t), li(t), i=1,2,3 и 

неотрицательные числа , ,  такие, что ||U(t; ,y)f1( ,y)||
2

m1(t)l1( )||y|| , 

||z(t; ,y)||
2

m2(t)l2( )||y|| , ||U(t; ,y)g( ,y)||
2

m3(t)l3(t)||y|| , t, , t 0, y R
d
. 

Теорема 3.15. [51] Пусть = = =2 и ||y(t;0,y0)||
2

m(t)||y0||
2
, y0 R

d
, m(t) не-

прерывная функция и пусть M(t)=max(6t(m1(t), 6t(m2(t), 3m3(t)), 

l( )=l1( )+l2( )+l3( ), 
t t

ddssMslmltMtmtD
0

))()(exp()()()()()( . 

Если функция D(t) ограничена на [0,+ [, то нулевое решение уравнения 

(3.7) устойчиво в среднеквадратическом. Если D(t) 0 при t + , то нулевое ре-

шение уравнения (3.7)  асимптотически устойчиво в среднеквадратическом це-

лом. 

Теорема 3.16. [51] Пусть 2, 2, 2, 6tm1(t)+6tm2(t)+3m3(t) M, 

||y(t;0,y0)||
2

M||y0||
2
, t 0, M const, 

0

)( dl . Тогда нулевое решение уравнения 

(3.7) устойчиво по вероятности.
 

 

Заключение. В заключение авторы выражают признательность академику 

Н.А.Изобову за внимание к работе и искренне благодарят доцентов кафедры 

высшей математики Л.А.Альсевич, В.И.Булатова, О.А.Кастрицу, А.В.Филипцова 

за предоставленные материалы и полезное обсуждение содержания статьи. 
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