
Учебно - методический комплекс “Электродинамика”. 
 

1. Учебная программа для высших учебных заведений по 
специальности 1-31 03 03 “Прикладная математика (по 
направлениям)”. 
 

2. Курс лекций “Электродинамика”. 
 

3. Задачи и упражнения по курсу “Электродинамика”. 
 

4. Экзаменационные вопросы по курсу “Электродинамика”. 
 

Подготовил доцент кафедры математической физики 
Урбанович А. И. 

 

 

 



 
                                                                                                                         

 

ЭЛЕКТРОДИНАМИКА 
 

БЕЛОРУССКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

Учебная программа 
 для высших учебных заведений по специальности 

1-31 03 03 “Прикладная математика (по направлениям)”, 
 

СОГЛАСОВАНО 

 
Председатель 
научно-методического совета по  прикладной 
математике и информатике 
               П. А. Мандрик 
“    ”   06   .2006 г. 
 
Первый проректор 
Государственного учреждения образования 
Республиканский институт высшей школы» 
               В. И. Дынич 
“    ”   06   .2006 г. 
 
 

Утверждено 
Учебно-методическим объединением 

вузов Республики Беларусь 
по естественнонаучному образованию 

30.06.2006 г. 
Регистрационный №ТД-G065/тип.  

 
 
 
 
 
 
 

Минск 
2006 



Составитель: 
А. И. Урбанович, доцент кафедры математической физики Белорусского 
государственного университета, кандидат физико-математических наук. 
 
Программа разработана кафедрой математической физики Белорусского 
государственного университета. 
 
Рецензенты: 
кафедра физики УО “Белорусский национальный технический университет”; 
Е. Е. Трофименко, заведующий кафедрой технической физики УО “Белорусский 
национальный технический университет”, кандидат физико-математических наук, доцент. 
 
Рекомендовано к утверждению в качестве типовой программы: 
кафедра математической физики Белорусского государственного университета, протокол 
№9 от 14  марта 2006 г.; 
Научно-методический совет Белорусского государственного университета, протокол №4 
от 26 мая 2006 г. 
 
Согласовано: 
Научно-методический совет по прикладной математике и  информатике, 28 июня 2006 г.; 
Государственное учреждение образования “Республиканский институт высшей школы”, 29 
июня 2006 г. 
 
Ответственный за редакцию: А. И. Урбанович. 
Ответственный за выпуск: О. А. Кастрица. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Пояснительная записка 
Дисциплина «Электродинамика» знакомит студентов с теорией электромагнитных 

явлений. Данный курс отражает современный уровень науки и образования. Запас 
сведений о законах электромагнитных явлений» имеющийся у студента из курса физики 
средней школы, преобразуется в современное научное знание, а обоснование теории 
анализируется в свете современного состояния экспериментальных основ 
электромагнетизма с учетом пределов применимости используемых понятий. 
Основной задачей курса является изложение экспериментального обоснования теории в 
локальной форме, т.е. в виде соотношений между величинами в одной и той же 
пространственно-временной точке. Конечным продуктом курса являются уравнения 
Максвелла как результат обобщения и математической формулировки установленных в 
эксперименте закономерностей. Они же выступают и как инструмент исследования этих 
закономерностей. Обращается большое внимание на вопросы о границах применимости 
теории и области применимости используемых в теории понятий и моделей. В процессе 
преподавания проводится определенная связь с курсом уравнений математической 
физики. 

В соответствии с образовательным стандартом по специальности учебная 
программа предусматривает для изучения дисциплины 50 аудиторных часов, в том числе 
лекционных - 34, практических - 12 и 4 часа контролируемой самостоятельной работы. 

Введение 
Микроскопические носители электрических зарядов. Классификация. Электрон. 

Протон. Нейтрон. Что означает непрерывное распределение электрического 
элементарного заряда? Спин и магнитный момент. Элементарный заряд, его 
инвариантность. Заряженные тела. Электризация. 

Электрический ток. Движение зарядов. Объемная и поверхностная плотность 
зарядов. Плотность тока. Сила тока через поверхность. 

Закон сохранения заряда. Формула Гаусса-Остроградского. Интегральная и 
дифференциальная (уравнение непрерывности) форма сохранения заряда. 

 

Электростатическое поле в вакууме 
 
Закон Кулона. Полевая трактовка закона Кулона. Электрическое поле неподвижных 

зарядов. Напряженность электрического поля. Принцип суперпозиции. 
Электростатическая теорема Гаусса. Интегральная и дифференциальная формулировка 
закона Кулона. 

Потенциальность электрического поля. Работа в электрическом поле. Формула 
Стокса. Потенциальность кулоновского поля. Скалярный потенциал. Выражение работы 
через потенциал. Потенциал поля точечного заряда и системы точечных зарядов. 
Теорема Ирншоу. 

Электростатическое поле в вакууме. Уравнения Лапласа и Пуассона. 



Электрическое поле при наличии проводников и диэлектриков 
 
Электростатическое поле при наличии проводников. Дифференциальная форма 

закона Ома. Классификация материалов по проводимости. Электрическая индукция. 
Конденсаторы. Проводящий шар в однородном поле. Поле диполя. Метод изображений. 

Электростатическое поле при наличии диэлектриков. Дипольный момент 
непрерывного распределения зарядов. Поляризация диэлектриков. Полярные и 
неполярные диэлектрики. Вектор поляризованности. Зависимость поляризованности от 
напряженности электрического поля. Электрическое смещение. Диэлектрическая 
проницаемость. Электростатическая теорема Гаусса при наличии диэлектриков. 

Энергия электрического поля. Энергия взаимодействия дискретных зарядов. 
Энергия заряженных проводников. Энергия диполя во внешнем поле. 

 
Постоянный электрический ток 

Постоянный электрический ток. Действие электрического тока. Работа и мощность 
тока. Закон Джоуля-Ленца. Линейные цепи. Правила Кирхгофа. Сверхпроводимость. 
Критическая температура. 

Магнитное поле 
Магнитное поле стационарных токов. Вектор индукции магнитного поля. Закон 

Ампера. Закон Био-Савара. Закон полного тока в интегральной и дифференциальной 
форме. Векторный потенциал. 

Магнетики. Магнитное поле при наличии магнетиков. Намагничен ность. 
Напряженность магнитного поля. Диамагнетики, парамагнетики, ферромагнетики. 
Явление магнитного гистерезиса. 

Сила Лоренца. Закон электромагнитной индукции Фарадея в дифференциальной 
форме. Энергия магнитного поля. 

Электромагнитные волны 
Система уравнений Максвелла. Ток смещения. Материальные уравнения среды. 

Линейные материальные уравнения — одна из возможных моделей реальных сред. 
Нелинейные среды. 

Излучение электромагнитных волн. Уравнение для векторного и скалярного 
потенциала. Запаздывающие потенциалы. Разложение по мультипо-лям. Переменное 
электромагнитное поле в вакууме. Плоские волны. Интерференция, дифракция. Принцип 
Гюйгенса-Френеля. Распространение электромагнитных волн в диэлектриках и 
проводниках. Закон сохранения энергии электромагнитного поля. Поток энергии. Вектор 
Умова-Пойнтинга. 
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Введение 
Настоящий курс лекций посвящен изложению основ электродинамики. 
Физика как фундаментальная естественнонаучная дисциплина предназначена 
для формирования у студентов физического образа мышления. 
Представленный курс ставит целью обучение студентов старших курсов 
основным законам электродинамики, построению математических моделей 
электромагнитных явлений, а также их анализу на основе аналитических 
решений ряда задач. Электромагнитные явления наиболее широко 
представлены в окружающем нас мире. Чрезвычайно велико значение теории 
электромагнитных явлений. Она сыграла решающую роль в возникновении и 
обосновании и обосновании теории относительности и явилась тем 
«полигоном», на котором проходили проверку многие новые идеи. 
Существует два пути обоснования и изложения теории электромагнитных 
явлений, а именно: с теорией относительности или без нее. В курсе выбран 
второй путь, где в качестве экспериментальных основ теории взяты 
инвариантность элементарного заряда, закон сохранения заряда, закон 
Кулона, принцип суперпозиции для электрического поля, закон Био-Савара, 
принцип суперпозиции для магнитного поля, сила Лоренца, закон 
электромагнитной индукции Фарадея, закон сохранения энергии, токи 
смещения, система уравнений Максвелла. В соответствии с таким путем 
изложения материала в курсе можно выделить четыре раздела:  
- электрическое поле при наличии проводников; 
- энергия электрического поля и постоянный электрический ток; 
- магнитное поле и электромагнитная индукция; 
- электромагнитные волны. 
В первом разделе дана классификация микроскопических носителей 
электрических зарядов и рассмотрены основные законы электростатики как в 
интегральной так и в дифференциальной форме. Для нахождения 
напряженности электрического поля используется электростатическая 
теорема Гаусса, а для расчета потенциалов используется уравнение Лапласа и 
Пуассона. Рассматривается также метод электростатических изображений, 
изучается электростатическое поле при наличии диэлектриков и 
полупроводников. 
Второй раздел охватывает вопросы, связанные с энергией электрического 
поля и электрическим током в проводниках, рассматриваются методы расчета 
линейных цепей. 
Третий раздел посвящен магнитным явлениям, вызываемым стационарными 
токами в вакууме и магнетиках, явлению электромагнитной индукции. 
Конечным результатом материала, изложенного в этих разделах является 
система уравнений Максвелла, которая затем используется в четвертом 
разделе для описания волновых процессов, протекающих в вакууме, 
линейных диэлектриках и проводниках. Обращается внимание на вопросы о 
границах применимости теории и области применимости используемых в 
теории понятий и моделей. 
Представленный курс «Электродинамика» читается для студентов факультета 
прикладной математики и информатики Белорусского государственного 



университета по специальности 1- 31.03.03 «Прикладная математика». 
 

Основные формулы, соотношения и теоремы 
Пусть V некоторая область трехмерного пространства. Если каждой точке M 
области V поставлено в соответствие одно и только одно действительное 
число f(M), то говорят, что в области V задано скалярное поле f=f(M). Если же 
каждой точке M области V поставлен в соответствие один и только один 
вектор , то говорят, что в области V задано векторное поле )(Mar )(Maa rr

= . В 
фиксированной декартовой системе координат Oxyz задание скалярного поля 
равносильно заданию скалярной функции f=f(x,y,z), а векторного поля — 
заданию векторной функции ),,( zyxaa rr

= , причем 
kzyxajzyxaizyxazyxa zyx

rrrr ),,(),,(),,(),,( ++= , 
где , , — компоненты вектора xa ya za ar  соответственно по осям Ox, Oy, Oz . 
В дальнейшем будем считать, что функция f(x,y,z) и компоненты Ox, Oy, Oz  
непрерывны в области V вместе со своими частными производными. 
В курсе электродинамики и рассматриваются скалярные и векторные 
величины, зависящие в общем случае от координат (x,y,z) и времени t. 
Основной характеристикой скалярного поля является градиент. 
Градиент — это векторная функция, аргументом у которой является 
скалярная функция точки. Если f (x, y, z) — скалярная функция заданная в 

точке M(x,y,z), то .grad
z
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y
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x
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Нормальная производная или производная вдоль нормали – это скалярное 

произведение вектора  на вектор нормали fgrad nr , т. е. nfgrad
n
f r
r ⋅=

∂
∂

 и она 

характеризует быстроту изменения поля  f  по направлению . nr

Пусть заданы два вектора: x y za ia ja ka= + +
rr rr , zyx bkbjbib

rrrr
++=  

Скалярное произведение: ababa rrrrr cos()( ×=⋅ ^
zzyyxx bcbabab ++=)
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Векторное произведение: [ ]
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Дивергенция — скалярная функция, аргументом которой является векторная 
функция точки. Пусть  — векторная функция и — проекции 

этой функции на оси координат, тогда 
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Ротор — это векторная функция, аргументом которой является векторная 
функция точки, т.е. 
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Оператор Лапласа в декартовой системе координат: 2
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Оператор Гамильтона (символический вектор):
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С его помощью можно записать градиент, дивергенцию и ротор, а именно: 
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Наиболее часто встречаемые формулы. 
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0rot  div =ar , 
0 gradrot =f , 

faafaf graddiv div rrr
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[ ] baabba
rrrrrr rot rot  div −=× , 
aaa rrr

∆−=  div grad rot rot  
Циркуляция вектора. 
Пусть задана дуга AB и произвольная точка М на ней. (Ma )r

 векторное поле. 
Циркуляцией вектора  по дуге AB называется значение криволинейного 

интеграла , где —  элемент дуги. 

ar

(∫
B

A
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rr ) ld

r

Если векторное поле fa grad=
r

, то , т.е. циркуляция 

зависит только от начальной и конечной точек пути интегрирования. 

( ) ( ) ( )BfAfldf
B

A

−=⋅∫
r

grad

 
Поток вектора. 
Пусть задана двухсторонняя поверхность S. М - переменная точка на этой 
поверхности. Возьмем элементарную площадку , содержащую точку М, и 
проведем вектор единичной нормали 

dS
nr . Введем обозначение: ndSSd rr

= . 
Пусть задано векторное поле ( )Mar . Тогда потоком вектора ar  через 
поверхность S, ограничивающую некоторый объем V называют значение 



двойного интеграла: 
( ) ( )∫∫ ∫=

S S

SdaSda
rrrr

. 

 
Теорема Остроградского-Гаусса. 
Теорема Остроградс усса — это теорекого-Га ма, выраженная формулой: 

( )∫∫∫∫∫ =
SV

SdadVa
rrr div   или ( )∫∫ = SdadVa

V

rrr div  — интеграл от дивергенции ar , 

н

. С физической точки зрения эта теорема может быть сформулирована 

имеются источники, порождающие векторное поле 

распространенный а объеме V, равен потоку вектора ar , направленному по 
внешней нормали nr  через замкнутую поверхность S, ограничивающую этот 
объем
так: 
Если внутри объема V ar , 
о имеются и стоки. т

 
Формула Стокса. 
Предположим, имеется замкнутый контур l , ограничивающи  поверхность S, 
и задано векторное поле ( )Ma да циркуляция вектора a  по замкнутому 
контуру ра

й
Тог

вна потоку вектора 

r
. 

r

arrot  через поверхность, ограниченную этим 
контуром: 

Sdalda

 

∫∫∫ =
Sl

rrrr rot   или  ∫∫ =
Sl

Sdalda
rrrr rot . 

Оператор Лапласа в цилиндрической системе координат ( )zr ,,ϕ  имеет вид: 

2

2

2

2

2

11
zrrrr ∂∂⎠⎝ ∂∂ ϕ

r ∂
+

∂
+⎟
⎞

⎜
⎛ ∂∂

=∆ . 

Оператор Лапласа в сферической системе координат ( )ϕθ ,,r  имеет вид: 

2222 sinsin ϕθθθθ ∂⎠∂∂⎠⎝ ∂∂ rrrrr

21sin11 θ ∂
+⎟
⎞

⎜
⎝
⎛ ∂∂

+⎟
⎞

⎜
⎛ ∂∂

=∆ r , 

де  θ — полярный угол; ϕ  — азимутальный угол. 

л  

г
 
Фундаментальные си ы в природе. 
В настоящее время в физике известны четыре вида взаимодействий 
т ов: 

гнитное; 

 данное взаимодействие заметно), и характеризуется 

 телами астрономических 
в

ма ериальных объект
- гравитационное; 
- электрома
- сильное; 
- слабое. 
Эти взаимодействия проявляют себя в различных пространственных 
масштабах, т.е. для каждого из них существует свой радиус взаимодействия 
(расстояние, на котором
своей интенсивностью. 
Гравитационное взаимодействие заметно между
масштабо  и радиус его взаимодействия огромен. 



Сильное взаимодействие обнаруживает себя между определенными 
частицами при их сближении на расстояние порядка 10-15-10-14м. Сильное 
взаимодействие вязывает между собой нуклоны (протоны и нейтроны) в 
ядре и именно оно ответственно за различные яд

с
ерные процессы, при 

р 1

в тв  свободного 

которых освобождается огромное количество энергии. 
Слабое взаимодействие осуществляется при взаимопревращении некоторых 
частиц и адиус этого взаимодействия порядка 10- 8-10-17м. Именно благодаря 
слабому заимодейс ию происходит распад нейтрона на 
электрон −e , протон +p и антинейтрино *ν , т.е. ++⇒ +− pen *ν . Время жизни 

.
анственных 

ч у щ  ф  я  ас
ми с 

х

торе, лазере, радиотелескопе, свет тоже имеет электромагнитную 

д
й. Этим определяется практическое значение 

 м з

о у я
е ее различных форм и 

заимопревращение различных форм энергии. 
 

оскопические носители электрических зарядов 

нейтрона в свободном состоянии приблизительно 17 минут  
Электромагнитное взаимодействие проявляется в тех простр
масштабах, в  которых осуществляется наша повседневная жизнь. 
 Практи ески все силы, об славливаю ие изические вления вокруг н , 
кроме гравитационных, являются в конечном итоге сила
электромагнитной природой (силы трения, упругости, вязкости и др.). 
Электромагнитные силы проявляют себя от расстояний порядка размеров 
Земли до атомны  расстояний, т.е. в пределах от 107 до 10-10 (м). 
Электромагнетизм весьма многогранен. Его проявления мы видим в 
электромо
природу. 
Конечно, все многообразие связи и явления, обусловленные 
электромагнитными взаимодействиями, не могут быть описаны законами 
электродинамики, поскольку на каждом уровне явления существуют свои 
специфические черты и закономерности, не сводимые к закономерностям 
другого уровня. Однако электромагнитные взаимодействия на всех уровнях 
являются в опре еленном смысле элементарной связью, с помощью которой 
образуется вся цепь связе
электромагнитных явлений. 
Очень существенно общефилософское и ировоззренческое начение 
электромагнетизма. Например, в рамках электромагнитных явлений 
отчетлив  проявляются особенности полевой теории с ществовани  материи, 
хорошо прослеживается взаимопревращени
в

§1.Микр
Классификация. 
Под микроскопическими носителями зарядов понимают заряженные частицы 
и ионы. Они могут нести как положительный, так  отрицательный заряд. По 
числовому знач

и
ению он может быть лишь в целое число раз больше 

элементарного: 
19106,1 −⋅≈e Кл 

К настоящему времени, не смотря на значительные экспериментальные 
усилия, не обнаружено микроскопических носителей с дробным зарядом в 
свободном состоянии. 
Известно более 200 частиц и громадное число ионов, атомов и молекул. 



Большая часть частиц после возникновения существует непродолжительное 
время, по истечении которого распадается на другие частицы, т.е. частицы 
имеют конечное время жизни. В большинстве случаев оно чрезвычайно мало 
и составляет ничтожные доли секунды. Но есть небольшое число заряженных 
частиц, имеющих бесконечное время жизни. Это электрон, протон и их 
античастицы: позитрон и антипротон. Протоны входят в состав ядер атомов, а 
электроны в состав электронных оболочек атомов. Именно эти частицы и 
обуславливают практически все явления, изучаемые в курсе электричества и 
магнетизма. В состав ядер входят также и нейтроны. Они электрически 
нейтральны и время их жизни в составе ядер не ограничено. Однако, вне ядер, 
т.е. в свободном состоянии, время их жизни порядка 17 минут. Электроны и 

х носителях зарядов сводится к вопросу о 
арядах электронов и протонов. 

протоны в свободном состоянии имеют бесконечное время жизни. 
Заряженность ионов обусловливается тем, что в состав электронной оболочки 
атома или молекулы входят “лишние” электроны (отрицательные ионы), или 
их недостает одного или нескольких (положительные ионы). Поэтому вопрос 
об ионах как микроскопически
з
 
Электрон. 
Электро вл ется мат риальным носителем элементарного отрицательного 
заряда −e . Обычно принимается, что электрон является точечной 
бесструктурной частицей, т.е. весь электрический заряд электрона 
сосредоточен в точке. Такое представление внутренне противоречиво, так как 
энергия электрического поля, создаваемого точечным зарядом, бесконечна, а, 
следовательно, должна быть бесконе ной и инертная масса точечного аряда, 

воречит эксперименту, поскольку масса  электрона равна 
31101,9 −≈em  кг. Однако с этим противоречием приходится мириться 

вследствие отсутствия более удовлетворительного и менее противоречивого 
взгляда на структуру (или отсутствие 
структуры электрона. Трудность 
бесконечной собственной массы 
успешно преодолевается 

н я я е  

ч з
что прот

) 

при 
ычислениях различных эффектов с 

 перенормировки массы. 

и

в
помощью
 
Протон. 

Про
 

тон является носителем 
элементарного положительного заряда 

e+ , но в отличие от электрона протон 
име внутреннюю с уру в 
распределени  заряда. Экспериментами 
по взаимодейс вию быстрых 
заряженных частиц (электронов) с  
протонами установлено, что 
электричес  заряд внут ротона 

ет трукт
и

т
  

было 
кий ри п



распределен по пространству. Была получена характерная кривая, 
содержащая два ярко выраженных максимума (Рисунок 1а). Если по оси 
ординат отл жить плотно марного по всем напр  заряда на 
расстоянии 

о сть сум авлениям
r  от центра ( )rr ρπ 24  (п кольку величин ( )drrr ρ2  – полный 

заряд в сферическом слое, толщиной dr  при плотности ( )r
ос а 4π

ρ ), то можно ть 
что практически весь заря она сосредоточен в шаре порядка 1510− м. 
После перво

виде

 максимума 
д прот

го ( )rr ρπ 24  не убывает монотонно а имеет еще н 
аксимум. 

,  оди
м
 
Нейтрон. 
Аналогичные эксперименты были проведены также по рассеянию электронов 
на нейтронах. Оказалось, что внутри нейтрона также имеется 

 .
ы электрические заряды у протона и нейтрона 

т го элементарно

го в

смысл утверж
что в 

π нахо
сть 

я, пр

электромагнитная структура. Распределение заряда приведено на рисунке 2а. 
Очевидно, вблизи центра нейтрона располагается положительный заряд, а 
дальше от центра – отрицательный. Площади, ограниченные кривыми и осью 
абсцисс, равны, следовательно, положительный заряд равен отрицательному, 
и в целом нейтрон электрически нейтрален  Отметим, что размеры областей, в 
которых сосредоточен
примерно одинаковы. 

рическо го 
заряда? Ведь до 
настояще ремени не 
удалось обнаружить 
физических объектов с 
дробным зарядом. Каков 
же  дения, 

объеме 
4 дится 

небольшая ча

Что означает непрерывное распределение элек

drr 2

элементарного заряда? 
В настоящее время 
считаетс что отон 
состоит из двух 
квазичастиц – кварков с 
зарядами +2 e /3 и одного 
с зарядом- e /3 (см. рис. 
1б). Нейтрон наоборот 
состоит из двух кварков с 
зарядом -

 
e /  и одного с 

зарядом +2
3
e 3 (см. рис. 

2б). Кварк но 
движутся. Их 

относительное время пребывания на различных расстояниях от центра может 
быть эффективно представлено в виде размазанности заряда по объему. В 
свободном состоянии кварки не обнаружены. В настоящее время считается, 

/
и непрерыв



что их в принципе нельзя обнаружить в свободном состоянии, поскольку для 
этого надо затратить бесконечную энергию, а внутри протона и нейтрона они 
все же существуют. Такое допущение позволяет объяснить многие явления и 
оэтому принимается в качестве весьма вероятной гипотезы. 

 

п
 
Спин и магнитный момент. 
Кроме заряда частицы могут обладать моментом импульса, который 
называют спином. Спин не обусловлен вращением частицы вокруг оси, ибо 
для такого  пришлось бы допустить наличие линейной скорости 
вращения, большей скорости света, что невозможно. Поэтому спин 
рассматривается как внутреннее свойство частицы и с ним связано наличие у 
частицы магнитных свойств, а именно наличие магнитного момента, который 
также не может быть объяснен движением заряда и рассматривается как 
первоначальное свойство частицы. Отметим, что в классической 
электродинамике магнитный момент

объяснения

  

 может быть лишь результатом движения 

оле вне постоянных магнитов полностью 
писывается классической теорией. 

зарядов по замкнутым траекториям. 
Поэтому спиновый магнитный момент частиц не может быть описан в 
классической теории электричества и магнетизма. Однако магнитное поле, 
обусловленное спиновыми магнитными моментами, может быть при 
необходимости описано феноменологически. Как правило, напряженность 
этого поля очень мала. Лишь в случае постоянных магнитов оно достигает 
больших значений. Классическая теория не в состоянии описать механизм 
возникновения этого поля, но само п
о
 
Элементарный заряд и его инвариантность. 
Мысль о дискретности электрических арядов была впервые высказана 
Франклином в 1752 г., однако, как экспериментальный результат - 
дискретность электрических зарядов в принципе следует из открытых в 1834 
г. М. Фарадеем (1791-1867) законов электролиза. Но этот вывод из законов 
электролиза был сделан лишь в 1881 г. Г.Л. Гельмгольцем (1821-1894) и Д. 
Стонеем (1826-1911). В 1895 г. Г. Лоренц (1853-1928) разраб та теорию 
электромагнетизма, основывающуюся на представлении о реально 
существующих элементарных зарядах (электронах). Числовое значение 
элементарного заряда было теоретически вычислено на основании законов 
электролиза. А прямое экспериментальное измерение элеме

з

о л 

нтарного заряда 
ыло впервые выполнено Милликеном (1868-1953) в 1909 г. б

 
Опыт Милликена. 
Схема опытов Милликена изображена на 

движение
ц  

рисунке 3. 
Милликен рассматривал  маленьких 
шарообразных части в вязкой жидкости в 
электрическом поле E

r
 под ействием силы 

тяжести
 д

 gmr
, силы Архимеда aF

r
, электрической 



силы eF
r

  силы вязкого трения и трF
r

. Уравнение второго закона Ньютона 
имеет :  вид

gmr + aF
r

+ eF + трF
r

=0                                 (1.1) 

Все силы, кроме e

r
           
F = qE  могут быть измерены экспериментально  

движени частицы з электрического поля. Значит из (1.1) можно найти qE , 
а зная 

при
и бе
E  найти q . Заряд частицы м яет  с течением времени, что 

отражается на д и ы. Найдя 1q  и 2q  разные моменты времени 
можно найти 12 qqq −=∆ . Можно также изменять напряженность 
электрического поля и добиться, чтобы частица находилась в покое. В этом 

ае сила трения отсутствует, а остальные силы известны. Поэтому, зная  

ен ся
ви и т ц  в

случ

жен и час  

E , можно определит . Произведя большое число измерений зарядов, 
 наш  q∆  являет гда кратным й и т е 

ь q
Милликен ел, что ся все  одно ой же величин
e ; т.е. , что Милликен установил enq =∆ , 

,...3,2,1 ±±±=n , 19106,1 −⋅≈e Кл. 
Естественно в дальнейшем были разработаны более современные методы 
(резонансный метод) но результат был один - дробных зарядов в свободном 
состоянии не существует. 
В опытах по измерению зарядов измерялся как положительный так и 
отрицательный элементарный заряд. В настоящее время экспериментально 
установлено, что отрицательный элементарный заряд электрона равен по 
абсолютному значению положительн ротона с относительнойому заряду п  

ом случае 2110−точностью 10-21, т.е. во всяк
±e

−+ ≤
− ee

- относительная ошибка. 

Инвариантность заряда. 
Инвариантность заряда состоит в независимости его численного значения от 
скорости. Фактически инвариантность доказывается фактом нейтральности 
атома. Из – за различий масс электрона и протона можно заключить, что 
электроны в атомах движутся гораздо быстрее протонов. И если бы заряд 
зависел от скорости, то нейтральность была бы нарушена. В настоящее время 
экспериментально доказана инвариантность заряда для скоростей электронов 
вплоть до 

 
ce 5,0≈υ , где с=3 810 м/с – скорость света в вакууме. Нет оснований 

предполагать, что он не инвариантен и при более высоких скоростях. 
оэтому инвариантность заряда принимается в качеств

⋅

 
е одного из 

ментальных обосно тва. 

считается элементарные

о

П
экспери ваний теории электричес
 

§2. Электрический ток 
В теории электричества , что  заряды считаются 
точечными, а значит и электроны, и протоны можно принимать за 
материальные точки. 
В большинстве изучаемых макроскопических явлений участвует огромное 
количество зарядов, и поэтому их дискретн сть никакого проявления не 



имеет, а значит можно считать, что заряд непрерывно распределен либ по о 
ространству с объемной плотностью ρ , или по поверхности с п
поверхностной плотностью σ , или вдоль с линейной плотностьюлиний  λ . 
 
Объемная плотность зарядов. 
Объемной плотнос ью  
отношение суммы в х 

т  непрерывного распределения зарядов называется
се элементарных зарядов в объеме к объему: 

фVф VV
ф

∆i
Qe ∆

=
∆

= ∑
∆

1ρ ,                                                                                     (2.1) 

где 
 

e , Q∆ -i -элементарные заряды в объеме фV∆ полный заря  заключенный в 
объеме фV∆ ; 

фV∆  -бесконечно ем в физическом смысле. Это означает, что он 
достаточно ал и его положение в пространстве можно определять тройкой 
чисел ( )zyx ,, , и ( )zyx ,,

д

 малый объ
м  

ρρ = , но с другой стороны в объеме фV∆  находится 
достаточно большое количество заряженных астиц, так что небольшое 
изме ла частиц не сопровождается  существенным изменением

ч
н с  ение чи ρ , 
сленной сать 

                                                                                 

(2.2) 

выч по формуле (2.1). Переходя к интегралу можно запи

что ,∫= dVQ ρ     

и

                 
V

 
где dV  - дифференциал объема. 
 
Поверхностная плотность зарядов. 
Иногда заряд находится в тонком слое вблизи некоторой поверхности. Если 
нас интересует действие заряда на расстояниях, много больших, чем толщина 
слоя, а не процессы в этом сло , то можно предположить, что весь заряд 
сосредоточен на пов

е
ерхности, или, другими словами, этот очень тонкий слой 

можно считать поверхностью. В этом случае вводится поверхностная 
плотность зарядов: 

,i S
e

∆
==σ                                    

1 Q
S

∆
∆ ∑

фSф ф∆                      
(2.3) 

где  - 
Полный за

                                         (2.4) 

циал площади поверхности. 

                                
S∆ бесконечно малая площадь в физическом смысле. 

ряд на поверхности S равен 
 ф

∫= dSQ σ ,                                                              
S

где dS – дифферен
 
Плотность тока. 
 Заряды, находящиеся в объеме фV∆ , движутся с разными скоростями, 
отличными как по модулю, так и по направлению. Движение зарядов 



приводит к ереносу аряда в направлении скорости. Поэтому в результате 
различных движений зарядов, заключенных в объеме фV∆ , 

п з
образуется 

некоторый сре . 
Интенсивность э

дний перенос заряда, заключенного в этом объеме
того переноса характеризуется плотностью тока: 

,1 ∑= iiej υ
r

                                        
∆

r
                                                      (2.5) ∆

фVФV

где iυ - скорость зарядов ie . 
Введя онятие средней скорости можно показап ть, что  плотности 
тока пол , 

направление
ожительных зарядов совпадает с направлением их средней скорости

а отрицательных - противоположно ей. Тогда  
,υρ r

r
=                                                                                                             (2.6) 

де
j

 ρ  и υ
r
объемная плотность и средняя скорость зарядов соответственно. 

ь

г
 
 

.Сила тока через поверхност  
а dt  пересекает элемент поверх ти dS . 
Перемещение заряда за это время равно 

Вычислим заряд, который з нос
υ dt , 

а значит заряд пересекающий dS  равен 
объемно плотности заряда а 

 цилиндра. Площадь основани  
высота

й 
 косого
 косого цилиндра равны и 

=

умноженной н
объем я и

dS
h θυ cost∆ . Поэтому заряд, пересекший , 
равен 

 dS

            
( )dtSdjdtjdSdSdq dt

rr
⋅=== θθρ c scos

Сила тока через поверхность равна отношению 
за

υ o . 

ряда, пересекающего поверхность, ко 
времени. Поэтому бесконечно малая сила тока , протекающего через 
элемент повер

dJ
хности Sd

r
 равна 

Sdj
dt
dQdJ

rr
== .                                                                                                (2.7) 

Сила тока, прот  
поверхности от элементов

SdjdJJ
rr

                  (2.8) 

екающего через поверхность S равна интегралу по этой
 силы тока (2.7) 

∫∫
SS

.                                                                          ==

§3.Закон сохранения заряда 
Существует два аспекта понятия закона сохранения заряда: 
Аспект 1. Электроны и протоны являют я материальными ч сти ами с 
бесконечным временем жизни, а их элементарные электрические заряды 
инвариантны - это означает, что при любых движениях их заряд

с а ц

ы 

 
сохраняются. Значит их заряды существуют без изменения столь долго, сколь 
долго существует протон и электрон независимо от того как они движутся. 



Аспект 2. Кроме электронов и протонов существует большое других 
заряженных элементарных частиц с конечным временем жизни

число 
. Весь 

 
 

, почему
уществует только один элементарный заряд и почему он равен 

громадный экспериментальный материал показывает, что при любых 
взаимных превращениях частиц суммарный заряд частиц сохраняется. 
Соединяя эти два аспекта в один, заключаем: что заряд сохраняется во всех 
процессах и движениях, связанных с носителями зарядов. Однако, несмотря 
на относительную самостоятельность, заряд не может существовать 
независимо от носителей заряда или вне пространства и времени. Это 
означает, что заряд не является самостоятельной сущностью, независимой от 
материи, он выражает одно из свойств материи. Еще не ясно  

e , а не 

ная формулировка закона сохранения заряда.

с
какому-то другому значению.  
 
Интеграль  
Исходя из закона сохранения заряда, как экспериментального факта можно 
записать: 

( )∫∫ −=
∂ SV

SdjdV
t
∂ rr

ρ .                                                                                    (3.1) 

Это означает: что измен ие со временем заряда внутри объема V  может 
происходить либо за счет втекания, либо за счет вытекания зарядов ерез 
замкнутую поверхность S , ограничивающую этот объем. Нап

ен
 ч

омн  что у им
замкнутых поверхностей положительной нормалью является вектор nr  т.е. 
изменение заряда может быть связано с потоком плотности тока 
Знак (-) учитывает тот факт, что если положительный заряд внутри объема 

острым углом к вектору 
положительной н
Воспользуемся фо

уменьшается, то плотность тока направлена под 
ормали к поверхности. 
рмулой Остроградского-Гаусса:  

∫ dSj ∫=
S V

dVj
rr

div ,                                                                                        (3.2) 

тогда 
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r
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 ⇒  0div =
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⎜
⎝
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∂
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∫ dVj
tV

rρ
  ⎟

⎞

и в силу произвольности объема можно заключить, что подынтегральное 
выражение равно

V  
 нулю, т.е. справедливо соотношение 

.0div =+
∂
∂ j

t
rρ

                                                                                             (3.3) 

Выражение (3.3) является записью закона сохранения заряда в 
дифференциальной  непрерывности. 

в q1 и q2, т.е. для зарядов, размеры которых малы по сравнению с 
расстоянием r, на котором рассматривается данное взаимодействие, и имеет 
вид:  

 форме и часто (3.3) называют уравнением
 

§4. Закон Кулона. Электрическое поле 
Закон Кулона сформулирован для силы взаимодействия двух точечных 
зарядо



2
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r
qq

kF
⋅

=                                                                                              (4.1) 

где - величины зарядов, - расстояние между ними, - сила 

взаимодействия, - коэффициент пропорциональности: =9

21,qq r F

k k 2
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910
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мН ⋅
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некоторых случаях  записывают: =k k
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1
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, где 2
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электрическая постоянная, тогда 
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r
qq

F
⋅

=
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Он был установлен Ш.О. Кулоном (1736-1806) в 1785 г. Посредством прямых 
измерений сил взаимодействия между заряженными телами. 
 
Закон Кулона (4.1) входит в число основных экспериментальных фактов, на 
которых построено учение  об электричестве. Проверка его справедливости и 
установление границ применимости являются важнейшими задачами, на 
решение которых были направлены значительные усилия экспериментаторов. 
Проверка закона (4.1) посредством прямого измерения сил взаимодействия с 
очень большой точностью затруднительна, поскольку в распоряжении 
экспериментаторов нет покоящихся точечных зарядов. Поэтому с 
результатами экспериментов обычно сравнивают следствия из закона Кулона 
и на этой основе делаются заключения о границах его применимости и 
точности. 
Первая экспериментальная проверка закона была проведена в 1772 г. Г. 
Кавендишем (1731-1810) за 13 лет до открытия его Кулоном. Однако он не 
опубликовал своей работы и тем самым потерял приоритет на открытие. 
Рукопись, содержащая описания его опытов, была найдена в архивах лишь 
примерно в конце 60-х годов XIX столетия. Метод Кавендиша широко 
применялся и в последнее время позволил проверить закон кулона с большой 
точностью. 
 Закон Кулона многократно проверялся и в настоящее время достоверно 
установлено, что он справедлив для расстояний от 10 м до10 м. Нет 
сомнений, что и для больших расстояний закон Кулона так же хорошо 
выполняется, однако прямых экспериментальных проверок не проводилось. 

17− 7

 
Полевая трактовка закона Кулона. 
До работ Фарадея закон Кулона трактовался с позиции дальнодействия, т.е. 
считалось, что одно тело действует на другое как бы без посредников. 
Поэтому и называлась это концепция как действие на расстоянии. В первой 
половине XIX в. выработалась другая точка зрения на механизм 
взаимодействия, согласно которой взаимодействие между телами 
осуществляется лишь посредством непрерывной «передачи сил» через 
пространство между телами. Такое представление получило название 
концепции близкодействия. Она была введена в науку Фарадеем (1791-1867) 



в ряде работ, опубликованных в период с 1831 по 1855 г. Вместе с идеей 
близкодействия в науку вошло представление о поле как посреднике, 
осуществляющем взаимодействие. В процессе научных исследований была 
доказана несостоятельность теории дальнодействия. Согласно теории 
близкодействия взаимодействие выглядит так: заряд создает электрическое 
поле, которое действует на другой заряд, внесенный в это поле, т.е 

2123
12

1
12 qr

r
qkF ⋅=

r
или 121

21
3

2
21 qr

r
qkF ⋅=

r
 

Пусть имеется некоторое заряженное тело с зарядом , а точка 0q A  находится 
на некотором расстоянии от него. Если в точку A  вносить пробные заряды 

iq )(,...,, 0,21 qqqqq ii <<=  и измерять силу, которая действует на эти заряды: 

,то можно установить что 1F nF,..., const
q
F

q
F

q
F

n

n ==== ...
2

2

1

1  и является величиной 

постоянной, зависящей лишь от заряда  и расстояния до точки 0q A . Эту 
величину и назвали напряженностью электрического поля. Таким образом 
напряженность поля – это величина, равная отношению силы, действующей 
на заряд, внесенный в данную точку полч к величине этого заряда. 

q
FE
r

r
= .                                                                                                                     

(4.2) 
Откуда следует, что 

EqF
r

=                                                                                                                     
(4.3) 
- величина, равная отношению силы внесенной в данную точку к величине 
заряда. 
Если оба заряда точечные, то из (4.1) и (4.2) следует  

r
r
qkE 3=

r
                                                                                                       (4.4) 

 
Принцип суперпозиции. 
Экспериментально были установлены следующие факты: 
1) сила взаимодействия двух точечных зарядов не изменяется в присутствии 
других зарядов; 
2) сила, действующая на точечный заряд со стороны других точечных зарядов 
равна векторной сумме сил, действующих на него со стороны каждого из 
зарядов при отсутствии других, т.е. ∑=

k
kFF . Тогда  

∑∑ ===
k

k
k

k E
q
F

q
FE

r
rr

r
                                                                                    (4.5) 

Это утверждение называется принципом суперпозиции. Оно отражает 
экспериментальный факт, составляющий одну из основ учения об 
электричестве. По своей роли он столь же важен, как и закон Кулона. 
Справедливость принципа суперпозиции установлена для полей с 



напряженностью до 1022 В/м. Внутри атомов напряженность поля 1011 – 1017 
В/м и лишь у поверхности очень тяжелых ядер 1022 В/м.  
Если имеются заряженные тела, то напряженность поля в некоторой точке 
вычисляется следующим образом: тело разбивается на элементы dV, dS, dl, 
содержащие заряд dq, т.е.  

dVdq ρ= ,  dSdq σ= ,  dldq λ= ,                                                                     (4.6) 
где λ  - линейная плотность зарядов. 
Напряженность поля, создаваемого элементом dq в некоторой точке равна  

   r
r
dqkEd 3= ,                                                                                                  (4.7) 

Затем используя принцип суперпозиции, находим напряженность поля    

∫= dEE
r

.                                                                                                        (4.8) 
 

§5. Дифференциальная формулировка закона Кулона 
В электростатике изучаются электрические поля неподвижных зарядов. 
Предполагается, что заряды удерживаются в пространстве силами 
неэлектростатического происхождения. Однако, вообще говоря, 
неподвижных элементарных зарядов не существует, а поэтому и не 
существует постоянных полей, однако в большинстве изучаемых явлений 
наблюдается суперпозиция полей огромного количества зарядов, т.е. 
некоторое среднее поле. Именно это среднее поле является предметом 
изучения в классической теории электромагнетизма. 
 
Электростатическая теорема Гаусса. 
Электростатическая теорема Гаусса устанавливает математическую связь 
между потом вектора напряженности через замкнутую поверхность и 
зарядами, находящимися в объеме, ограниченном данной поверхностью. 

Предположим, что имеется некоторый объем V, 
ограниченный поверхностью S и точечный 
заряд q внутри этого объема. 
Рассмотрим поток N напряженности E

r

 сквозь 
эту поверхность. 

∫=
S

SdEE
rrr

.                                                           

(5.1) 
Так как q точечный заряд. То напряженность 
поля равна 
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(5.2) 
а значит 
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Учтем соотношение rSd
r
rSd

r
r rrrrr

cos(33 = ^ 2)
r
SdSd
′

=
r

 

где  - проекция площади элемента Sd ′ Sd
r

 на плоскость, перпендикулярную 
радиус-вектору rr , т.е. rdSSd rcos(=′ ^ )Sd

r
. 

Рассмотрим сферу, на которой выделим площадку  и введем понятие 
телесного угла 

dS
Ωd ,который определим так: 

2r
dSd =Ω .                                                                                                                                                                 

(5.3) 
Для бесконечно малых величин справедливо соотношение: , и тогда из 
(5.1) с учетом (5.2) и (5.3) получаем: 

dSSd ≈′
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(5.4) 
Полный телесный угол, под которым видна замкнутая поверхность из точек 
внутри объема, равен π4  (телесный угол измеряется в стерадианах: 1 стеррад 
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S ), а поток 
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(5.5) 
Аналогичным образом можно посчитать поток E

r
 сквозь замкнутую 

поверхность, если точечный заряд находится вне объема. В этом случае, как 
можно показать  

0=∫
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Объединяя (5.5) и (5.6) можно окончательно написать: 
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                                                                                              (5.7) 

Утверждение, содержащееся в (5.7) и есть электростатическая теорема Гаусса 
для точечного заряда. Ее легко обобщить на случай, когда внутри объема 
находится или система точечных зарядов или непрерывно распределенный по 
объему заряд, используя принцип суперпозиции: 
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ε

ρ
ε

== ∫∫
rr

                                                                                      (5.9) 

Физической основой теоремы Гаусса является закон Кулона, а значит теорема 
Гаусса является интегральной формулировкой закона Кулона. 
Воспользуемся теоремой Остроградского-Гаусса ∫∫ =

V

dVEdivSdE
rrr

  и 

предположим, что в объеме V заряд распределен непрерывно с объемной 



плотностью , т.е.  . Тогда ρ ∫=
V

q ρdV ∫∫ =
VV

dVdVEdiv ρ1

0ε
, откуда легко найти, что 

0
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∫ dVEdiv

V ε
ρr

                                                                                             (5.10) 

Ввиду произвольности объема, получаем: 

0ε
ρ

=Ediv
r

                                                                                                           (5.11) 

Это и есть дифференциальная формулировка закона Кулона или уравнение 
Максвелла (1831-1879) для Ediv

r
. 

Рассмотрим некоторые примеры: 
 
 
Пример 1. 
Имеется точечный заряд q. Определим напряженность поля ( )rEE =  как 

функцию от r. Окружаем заряд сферой радиуса r. ∫ =
0ε

qSdE
rr

. Угол между E  и 

 равен нулю, следовательно dS ∫ =
0ε

qSEd
r

. В силу симметрии  E: ∫ =
0ε

qSdE
r

, 

0

24
ε

π qrE = , 2
0 4 r

qE
πε

=  

Пример 2. 
Дана бесконечная нить, заряженная с линейной плотностью λ (Кл/м). 
Определить E=E(r), r – расстояние от нити.  

 
Окружаем нить цилиндром длиной h и радиусом r. Вычислим поток вектора 
напряженности через полную поверхность этого цилиндра. Поток через 
основания цилиндра равен нулю, т.к. угол между Е и dS равен  90°. На 
боковой поверхности в силу симметрии E одинаково во всех точках, а значит 

πrlEdSESdE 2== ∫∫ . Заряд, который находится внутри цилиндра, равен lλ . 

Тогда 
0

2
ε
λπ lrE = , следовательно 

r
k

rl
E λ

επ
λ 2

2 0

== . 

Силовые линии электрического поля. 
Силовой линией электростатического поля называется линия, 

касательная к которой в каждой точке совпадает с напряженностью поля E
r

. С 
помощью силовых линий удобно графически изображать поле: 

1. Поле, создаваемое уединенными точечными зарядами: 



  
2. Поле, создаваемое двумя равными по величине и противоположными 

по знаку зарядами:   
|q+| = |q-| = q 

 
3. Поле, создаваемое отрицательно заряженной плоскостью:  

   
4. Поле между двумя плоскостями: 

 
По густоте линий можно судить о величине, по виду о характере поля. В 
примерах 1,2 – неоднородные поля, а в 3,4 – однородные, т.к. силовые линии 
параллельны. 
 

§6. Потенциальность электрического поля 
Работа в электрическом поле. 
Так как сила, действующая в электрическом поле на точечный заряд q равна 

EqF =                                                                                                               (6.1)  
то при перемещении заряда q на расстояние ld

r
эта сила совершает работу: 

.ldEqldFdA
rrrr

==                                                                                              (6.2) 
При перемещении заряда из точки 1 в точку 2 по траектории l  работа равна: 



.
)2(

)1(

ldEqA
rr

∫=                                                                                                        (6.3) 

 
Потенциальность кулоновского поля. 

Поле, созданное кулоновскими зарядами, потенциально. Поле сил 
называется потенциальным, если при перемещении в этом поле работа 
зависит лишь от начального и конечного положения точек (тела) пути и не 
зависит от формы пути - траектории. Вторым эквивалентным определением 
потенциальности поля является условие равенства нулю работы при 
перемещении в нем по любому замкнутому контуру.  

Вся математическая часть учения о потенциале была разработана в 
рамках теории тяготения, а понятие о потенциале возникло в работах Ж.Л. 
Лагранжа (1736-1813) в 1777г. Выражение “потенциал” было введено в науку 
в 1828 г. Дж. Грином и независимо К.Ф. Гауссом (1775-1855). Большой вклад 
в теорию потенциала был внесен П.С. Лапласом (1749-1827) и С.Д. 
Пуассоном (1781-1840).  
На основании принципа суперпозиции из потенциальности поля точечного 
заряда следует потенциальность произвольного электростатического поля. 
Из сказанного следует, что 0== ∫EdlqA , тогда условие потенциальности 
электрического поля 
∫ = 0ldE

rr
                                                                                                         (6.4) 

(6.4) – интегральная формулировка потенциальности электрического поля. 
 
 
Дифференциальная формулировка потенциальности поля. 
Если воспользоваться формулой Стокса 
∫ ∫=

S

SdErotldE
rr

, то из (6.4) следует дифференциальная формулировка 

потенциальности поля: 
0                                                                                                         =Erot  (6.5) 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что  
0)( ≡ϕgradrot .                                                                                              (6.6) 

Тогда сопоставляя (6.6) и (6.5) можно записать: 
ϕgrad−= ,                                                                                                E        (6.7) 

 где ϕ  - некоторая скалярная функция, которая называется потенциалом. Знак 
«-» выбран для того, чтобы вектор напряженности Е был направлен в сторону 
убывания ϕ . Скалярная функция ϕ  называется скалярным потенциалом 
электрического поля. 
Если напряженность поля можно измерить экспериментально, то потенциа  л
ϕ  не имеет определенного числового значения и бессмысленно говорить об 
экспериментальном определении его значения. Потенциал определен с 
точностью до некоторого постоянного значения. 
Для того, чтобы не было неоднозначности, используют процедуру 
нормировки потенциала. При решении пространственных задач за ноль 



принимают потенциал бесконечно удаленной точки. А при решении задач, 
связанных с изучением электрических полей вблизи поверхности Земли, за 
оль принимают потенциал Земли.  н

 
Выражение работы через потенциал. 
Если заряд перемещается между точками (1) и (2), то 

))2()1((
)2(

)1(

)2(

)1(

)2(

)1(

)2(

)1(

ϕϕϕϕϕϕϕ −=−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=−== ∫∫ ∫∫ qdqdz
z

dy
y

dx
x

qldgradqldEqA
rrr

         

Если сопоставить

(6.8) 

 (6.8)  и (6.3), то ))2()1((
)2(

ϕϕ −=∫ qdlEq , откуда следует 
)1(

∫=−
)2(

)1(

)2()1( ldEϕϕ                                                                                                (6.9) 

Таким образом, с помощью (6.9) м
д

ожно вычислить разность потенциалов 
между вумя точками поля. 
 
Потенциал поля точечного заряда. 
Будем нормировать потенциал на нуль в бесконечности. Считая, что в 
формуле (6.9) точка (2) находится в бесконечности, полагаем 0)()2( =∞=ϕϕ  и 
получаем выражение для потенциала в точке (1): 

∫
∞

                  =)1( dEq
rr

ϕ .                                                                                    (6.10) l
)1(

нВоспользовавшись выражением для напряже ности поля точечного заряда 
получим: 

rrr rr

qkqkdrqkr =−==
∞∞

∫)(ϕ .                                                                               (6.11) 

 
Потенциал пол

2

Соотношение (6.11) определяет потенциал поля, создаваемого точечным 
зарядом. 

я системы точечных зарядов. 
Если имеется система из точечных зарядов, то потенциал поля в некоторой 

ен точке А рав

∑∑ ==
i ii

iAA r
qϕϕ                                                 (6.12) 

В случае, когда заря ределен непрерывно с объемной плот

i .                                            

д расп ностью 
ρ = ),,( zy ′′′xρ , отенциал в некоторой точке (x, y, z) поля: п

∫ ′−+′−+′−

′′′′′′
=

),,),,( zdydxdzyzyx
222

0 )()()(
(

4
1

zzyyxx
xρ

πε
ϕ          (6.13) 

( ) 222 )()( iiii zzyyxxr −+−+−= - расстояние от точечного заряда 

ii zy  до точки где вычисляется потенциал. 
сли заряд распределен по поверхности, то потенциал определяется 

iq  
находящегося в точке ( ix ),,  ),,( zyx  
Е
формулой ∫=

r
dSσ

πε
ϕ

04
,                                                                           1                           



(6.14) 
 где r –расстояние между элементом площадки dS и точкой, где 
вычисляется потенциал. 
 
Бесконечность потенциала поля точечного заряда. 
Из (6.14) следует, что при 0→ потенциал r  ∞→→ )0(rϕ . Это связано с тем, 
что точечный заряд формально имеет бесконечную объемную плотность, 

 о

еделении заряда 

поскольку его объем равен нулю. Именно бесконечная объемная плотность 
заряда и обуславливает бращение в бесконечность потенциала. 
При непрерывном распределении заряда с конечной плотностью потенциал 
нигде не обращается в бесконечность, т.е. потенциал функция конечная. 
Конечность потенциала при непрерывном распр с 
конечной плотностью. 
При непрерывном распределении заряда с конечной плотностью потенциал 

я 

 (x=y=z=0) и будем вести расчет в сферической системе координат. 
ется формулой где 

нигде не обращаетс в бесконечность. В этом можно убедиться при 
вычислении потенциала по формуле (6.13). Причем точку (x,y,z) за начало 
координат
Элемент объема в ней выража rdddrzdydxd ′′′′′=′′′ αθθsin2 , 

222 zyxr ′+′+′=′ . Тогда [см. (6.13)] 

∫ ′′′′′′′′= rdddrr αθθθαρ
πε

ϕ sin),,(
4

1)0,0,0(
0

. 

Следовательно, если ρ  конечно, то и потенциал ϕ  конечен, что и требовалось 
доказать. 
 
Непрерывность потенциала. 
Производная от потенциала по декартовой координате дает соответствующую 

е ч ,компоненту напряженности эл ктри еского поля. Ясно  что напряженность не 
может быть бесконечной, значит, производные по координатам от потенциала 
должны быть конечными. А это означает, что потенциал является 
непрерывной функцией. Таким образом, потенциал ϕ  является непрерывной 
и конечной функцией с конечными производными по координатам. Эти 
условия важны при решении дифференциальных уравнений для ϕ . 

 
Теорема Ирншоу. 
Эта теорема утверждает, что не существует такой конфигурации 
неподвижных зарядов, которая была бы устойчивой, если нет других сил, 
кроме сил кулоновского взаимодействия между зарядами системы. 
Устойчивые конфигурации неподвижных зарядов могут существовать лишь 
тогда, когда кроме сил электрического взаимодействия между ними имеются 
некоторые посторонние силы, удерживающие заряды в положении 
равновесия. 
Доказательство теоремы Ирншоу следует из теоремы Гаусса. Допустим, что 
равновесие устойчиво. Тогда при смещении любого из зарядов системы из его 
положения равновесия в любом направлении на него должна действовать 
сила, стремящаяся возвратить заряд в прежнее положение. А  означает, что это



напряженность поля, создаваемого вблизи каждого из покоящихся зарядов 
всеми другими зарядами, направлена вдоль радиусов, исходящих из точки 
нахождения того заряда. ото  напряженности этого поля сквозь замкнутую 
поверхность вокруг заряда отличен

э П к
 от нуля, поскольку напряженность 

П
 ь

ойчивости конфигурации неподвижных 
арядов, и теорема Ирншоу доказана. 
Устойчивые конфиг существовать лишь 

с д  -

Если и  конфигурация зарядов, или заряженное тело, то 
напряже  потенциал поля могут быть найдены с помощью 
нормировки из формул (6.12) и (6.14). Но имеется еще один путь, когда 

тся дифферен решается это 
уравнение, находится 

направлена вдоль радиусов в одном направлении (вблизи положительного 
заряда – к заряду, вблизи отрицательного – от заряда). о теореме Гаусса 
поток сквозь замкнутую поверхност  создается зарядом, находящимся в 
ограничиваемом ею объеме. Это противоречит исходному предположению о 
том, что он создается зарядами, находящимися вне объема. Тем самым 
отвергается допущение об уст
з

урации неподвижных зарядов могут 
тогда, когда кроме ил взаимодействия меж у ними имеются какие то 
посторонние силы, удерживающие заряды в положениях равновесия. 
Устойчивые состояния движущихся зарядов возможны, как, например, 
движение двух разноименных зарядов по эллипсам вокруг центра масс (если, 
конечно, пренебречь излучением). 
 

§7. Уравнения Лапласа и Пуассона 
меется или
нность поля и

выводи циальное уравнение для потенциала, 
ϕ , а затем с помощью (6.7) можно найти E

r
 и этот путь 

чаще г а  ор здо проще. Будем исходить из (6.7) и дифференциальной
формулировки закона Кулона (5.11). Чтобы его получить подставим в 

0ε
ρ

=Ediv
r

выражение ϕgradE −= . 

Тогда 
0ε
ρϕ −=divgrad ; а поскольку ( ) ϕϕ ∆=graddiv , окончательно получим: 

0ε
ρϕ −=∆                                                                                                           (7.1) 

Получили уравнение Пуассона. В тех областях пространства, где заряды 
отсутствуют q=0, оно превращается в уравнение: 

0=∆ϕ ,                                                                                                         (7.2) 
называемое уравнением
Таким образом, при распределении зарядов (

 Лапласа. 
заданном ρ задано) можно 

решить (7.1), найти E
r

ϕ , а затем из (6.7) найти . При решении задачи 
используются граничн
единственно. При этом
т.к. граничные условия
 
Бесконечный равном

ые условия и решение при корректной постановке 
 отпадает необходимость в нормировке потенциала, 

 заменяют эту процедуру. 

ерно заряженный круглый цилиндр. 



 
Найдем с помощью уравнения Пуассона потенциал, 

сом a с создаваемый бесконечным цилиндром радиу
объемной плотностью =ρ const. 
Направим ось z по оси цилиндра. Вследствие 
аксиальной симметрии распределения заряда 
отенциал п ϕ  также аксиально си метри ен, т.е. м ч

( )rϕϕ = . Поэтому удобно использовать 
скую систему координат, аксиальный угол 

которой обозначим
цилиндриче

 α . 
 

систем координат уравнение 
 имеет вид: 

В цилиндрической е 
Лапласа

222 zrrrr ∂∂⎠⎝ ∂∂ α

221r ∂
+

∂
⎟
⎞

⎜
⎛∆

ϕϕϕ
 

Так как заряд круговой, то потенциал

1 ∂
=ϕ +

∂

 ϕ  обладает такой симметрией, что не 
зависит от α , ϕ  не зависит и от z ,а так есконечномерный, то  как он б тогда 

)(rϕϕ = и уравнение Пуассона, которое необходимо будет решать, 

записывает к ся та 0
)( ε

ρϕ −=dr
rd

drr .  
1 d

Д я введе  две области: 
1
ля решени м
. 1, ϕϕ =r <  a

2. 2, ϕϕ => ar  
При этом зададим граничное условие в виде: 0)0( =ϕ . 
Тогда  

,)(1 1

ε
ρϕ

−=
∂
∂

r
r

r
d

r
     ar <<0  

d 0

,0)(1 2 =
∂r

dr ∂r
d

r
ϕ          ar >  

Общие решения лег ятся интегрированием: ко наход
arBrAr <<++−= 0,ln

4
1

11
2

0
1 ε

ρϕ ; 

arBrA >+= ,ln 222ϕ ;  
где  - постоянные интегрирования. Поскольку потенциал всюду 
должен конечен, а 

2121 ,,, BBAA
 быть −∞→rln  при , поэтому в последнем решении 

 условие
0→r

 ( ) 001 =ϕ ,то 01 =Bнеобходимо положить 01 =A . Если учесть граничное . 
Таким образом, 

0

2

1 4ε
ρϕ r

−= ,               r << ;a  0

,ln)( 222 BrAr +=ϕ      .ar >  
Поскольку поверхностные заряды отсутствуют, напряженность 
электрического поля на поверхности цилиндра епрерывна, т.е. непрерывна 
производная от потенциала. У

н
словие непрерывности потенциала и его 



производно  
определени

а а л 2

й при r=a имеет вид двух алгебраических уравнений для
я двух оставшихся пока неизвестными постоянных A2 и B2: 

)()(),()( '
2

'
121 aaaa ϕϕϕϕ == , 

откуда следует систем лгебраических уравнений д я A2 и B : 

⎪
⎪
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Подставим это соотношение в )(2 rϕ , получим 

,1)( 2rr
41 ε
ρϕ −                   r a≤<0=                                                                                                   

0

(7.3) 
,

4
1ln

2
1)( 2

0

2

0
2 a

r
aar

ε
ρ

ε
ρϕ −=       ar ≥                                                                   (7.4) 

Как и следовало ожидать, при r=a решения совпадают, т.е. ()( aa )21 ϕϕ = . 
Ч

которое запишем в виде

тобы найти напряженность электрического поля, воспользуемся (6.7), 

 dr
dE ϕ−= . Тогда 

,
2

)(
0

1 ε
ρrrE =                                                   (7.5)                                                       

r
aE

0

2

2 2ε
ρ

=  .                                   ) 

В принципе, для нахождения E
электростатической теоремой Г ндр с радиусом 

r<a, можем найти, что

                                                                      (7.6

 можно было воспользоваться 
аусса. Выделяя мысленно цили

 

 ε
ρ

επ
ρπ

ε
ρππ2 h =

22
,

0

2

1
0

2 r
r
rEhrrE == , т.е. совпадает с (7.5). 

Точно так же , применив теорему Гаусса для области можно получить r ≥ a

r
ErhE

0
2

0
2 2
2

εε
π =⇒= , что совпадает с (7.6). 

Таким образом, мы р с мотрели два спо

aha 22 ρρπ

 а с соба расчета напряженности поля 
епосредственно с помощью ия 
равнений Пуассона и Лапласа.

Диполь и его поле.

н  теоремы Гаусса и с помощью решен
у   

 
 

Система, состоящая  п
знаку зарядов, находящихся
называется диполем. 

из двух равных о величине и противоположных по 
 на небольшом расстоянии друг от друга 

Диполь характеризуется дипольным моментом  
lqp
rr

= .                                                                  (7.7)                                             



Диполь меет очень большое значение, так как 
различные молекулы в первом приближении 
моделируются диполем. Вычислим поле 

 и

диполя точке М, считая, что в ±<< rl rr
. 

ь будем называть точечным. Такой дипол
Так как l<<r, то можно считать, что 

θcoslrr ≈− +− , 2rrr ≈⋅ +−  и характеризовать 
местоположени  точки М радиусом-

вектором
е

rr с 
началом в любой точке диполя 

322 r
k

r
k

r
kq

rr
kq

r
k

r
kM

rppCoslCosrrqq r
==≈=

−
+= +− −

+−+

θθϕ .                              

 поле диполя на значител о
(7.8) 
Таким образом, (7.8) определяет ьн м расстоянии от 
него. Напряженность поля дип E

r
оля равна 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅
=−= 35

)(3
r
p

r
rrpkgradE

rrrrr
ϕ .                                                                          

(7.9) 
Из (7.9) в п ь
диполя уб тно 
степени ра
поля куло оля 
изображены на рисунке. 

 
 

чии проводников 
Дифференциальная форма закона Ома.

идно, что на ряженност  поля точечного 
ывает обра пропорционально третьей 
сстояния, т.е. быстрее, чем напряженность 
новского заряда. Силовые линии дип

 
 

§8.Электростатическое поле при нали
 

зникает движение зарядов - электрический ток. 
Закон, 

Проводниками называются материальные тела, при внесении которых в 
электрическое поле в них во

связывающий силу тока, текущего по проводнику с разностью 
потенциалов(напряжением на его концах), был открыт экспериментально Г.С.  
Омом (1787-1854) в 1827г. и имеет вид 

R
UJ = ,             

(8.1) 
где R-сопротивление проводника. Закон 

Ома  дифференциальной форме получается в
в результате записи соотношения (8.1) для 
плотности тока τj . 
Рассмотрим бесконечно малый элемент 
проводника цилиндрической формы длины 



 сечением S∆ , на концах которого приложена разность потенциалов , с  l∆ ϕ∆ .  
 Пусть γ  – удельная электрическая проводимость вещества, которая является 

вели ескому сопротивлению. Тогда 
выра

чиной, обратной удельному электрич
жение для R  можн  записать в виде: о

S
lR

∆
∆

=
1                                                                                                            (8.2) 
γ

I ∆= ,                                                                                                         (8.3) j Sττ

где индекс τ  означает, что берется щая вдоль элемента проводника. 
Закон Ома для этого элемента записывается так: 

составляю

ττττ
τ

τ γ
γϕ

γγ
ϕ jEE

l
lj

S
lSj ⇒=⇒=

∆
∆

⇒∆=
∆
∆

∆=∆
1 Ej = . 

– и есть дифференциальная Полученное соотношение в векторной форме 
за Ома. формулировка кона 

Ej
rr

γ=                                                                                                              (8.4)      
Классификация материалов по  способности  проводить электрический 
ток. 
Удельная электрическая проводимость γ  зависит от свойств материала. По ее 
значению все материалы делят на три класса: диэлектрики, полупроводники и 
пров

ки –

Идеальный диэлектрик характеризуется отсутствием проводимости. 
Однако  осущес мпературе, 

ериал, удельная электрическая проводимость которого 

одники. Итак: 
а) диэлектри  вещества с малым значением электрической 
проводимости.  

это может твляться лишь при  0 К. При те
отличной от 0 К, все материалы обладают определенной проводимостью 
и, следовательно, идеальных диэлектриков нет; диэлектриком принято 
называть мат
γ < Ом-1.м-1) 
б) полупроводники <

510− (
 510− γ < Ом м ) 

) проводники

3 -1. -1

в
10 (

 γ > Ом-1.м-1). В основном это металлы. 
о

310 (
Наиболее хорошими проводниками являются медь и серебр , у которых 
γ 710≈ (Ом-1.м-1). 

 
Отсутствие электрического поля внутри проводника. 
В электростатике рассматривается случай неподвижных зарядов, когда 0=j

r
. 

Из (8.4) следует, что 0≡E
r

, т.е. внутри проводника при электростатическом 
равновесии электрическое поле отсутствует. 

 
Отсутствие в проводнике объемных зарядов.  
Из уравнения 0=E

r
 

0ε
ρ  при следует 0=ρ . Это значит, что внутри 

 

=divE

проводника отсутствуют объемные заряды. Это означает, что заряд 
проводника концентрируется на его поверхности в слое атомарной толщины. 
Естественно, внутри проводника имеется как положительные, так и 
отрицательные заряды. Но они взаимно компенсируются и в целом 



внутренние области проводника нейтральны. 
Установление нейтральности происходит очень быстро. Предположим, в 

момент t=0 у нас 0)0( ≠ρ . Тогда используя уравнение непрерывности (3.3) 

0=+ jdiv
dt
dρ

с учетом (8.4) получим: 

 ,0  γ =+ Ediv
dt
dρ

=> ,0  
0ε

=+ ργρd
dtd

0ε
γ

ρ
ρ

−=  .                   =>dt
(8.5) 

Введем γ
ε0=yt   - время ус я н т  

уравнения (8.5) имеет вид 

тановлени  ейтральнос и. Тогда решение 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

yt
tt exp)0()( ρρ                                

(8.6) 
Из (8.6) следует, что об
экспоненциально. Например, дл

                                                                                                

ъемная плотность зарядов уменьшается 
я меди ( 76 10γ ≈ ⋅ Ом-1.м-1) время стан я 
ремени чрезвычайно мал даже в масштабах 
ому в нестационарных ситуациях, когда поля 

 не слишком больших частотах с большой 
 проводнике свободные заряды распределены 
 заряды отсутствуют. Данное заключение 
при учете зависимости проводимост

у овлени
Такой промежуток в

внутриатомных процессов. Поэт
изменяются со временем, при
точностью можно считать, что в
по поверхности, а объемные
остается справедливым также и 

.1019сty
−≈  

γ  от 
частоты хотя при этом п лучается увеличение времени релаксации на 
несколько порядков. 

, о  

Электрическая
 

 индукция. 
Если нейтральный 
поверхностные заряды на нем перераспределяются что

внутр
компе ее 
чего я
элект
равна
Явлен
заряд
внешн
элект  

проводник внести  во внешнее электрическое поле, то 
, так  создаваемое ими 

и проводника поле полностью 
нсирует внешн поле, в результате 

суммарна  напряженность 
рического поля внутри проводника 
 нулю. 
ие перераспределения поверхностных 
ов на проводнике при его помещении во 
ее электрическое поле называется 
рической индукцией. Если проводник 

заряжен, то под влиянием внешнего поля 
происходит также перераспределение заряда 
проводника.  

 
Поле вблизи поверхности проводника. 
Выделим на поверхности проводника 



элемент поверхности S∆  и построи й h . Применим к этому 
цилиндру теорему Гаусса: 

м цилиндр высото

0ε
внутр
характеризуется

QSdE
S

=∫
r

,г илиндра. Но 

и цилиндра заряд имеется только на поверхности проводника и 
е с

r
де S - поверхность цилиндра, Q - заряд в объеме ц

 
рхно тной плотностью σ , т.е. Q Sσ= ∆ . Внутри  пов

0=E
r

ачит поток E
r

 через час ь поверхности, находящейся в 
 нулю. Остае личным от ну ь поток через 
и через боковую поверхность находящегося вне 
деле высоту hцилиндра ожно взять сколь угодно 
 0→бокS  

проводника , а зн т
объеме цилиндра равен тся от ля 
основание цилиндра 
проводника. Но в пре
малой ( ), а значит

лиш

 м
0→h и поток вектора E

r
 через бокS  будет стремиться 

к нулю. Поэтому остается отличным от нуля лишь поток вектора E
r

 через 

рмальная ком онента
основание цилиндра: 

,  где - но п∫
∆

∆=
S

n SEdSE
r

 nE  E
r

. Тогда 

00 ε
σ

ε
σ =⇒
∆

=∆ nn ESSE                                                                                       (8.7) 

Таким образом у поверхности 
проводника, заряженного с 
поверхностной плотностью σ , 

ля 
определяется (8.7), т.е. поверхностной 
плотностью зарядов. Найдем 

трим замкнутый контур L, 
 которого идет 

параллельно поверхности вне проводника, а внутренняя часть – внутри 

нормальная составляющая по

тангенциальную составляющую поля, 
т.е. составляющую, направленную 
вдоль поверхности.   
Рассмо

пересекающий поверхность проводника, верхняя часть

проводника. 
Будем перемещать по этому контуру некоторый заряд. В следствии 
потенциальности электрического поля работа по перемещению  заряда по 
этому контуру будет равна 0, т.е. 413423120 AAAA +++= . Можно сжать контур, 

чтобы участки 1-4 и 2-3 стремились к нулю, тогда 
02341 == AA , и мы получаем 340 AlqE += τ , но внутри 

проводника поля нет, поэтому 034 =A , а значит 
0=τ ,  

(8.8) 
т.е. тангенциальная составляющая напряженности 
поля у поверхности проводника равна нулю. В 
образовании нормал ной составляющей 
напряженности поля в данной точке у поверхности 

E                 

ь

проводника участвуют заряды, находящиеся в 
некоторой элементарной площадке. 

которые создают полеS∆ ,  1E
r

, и все остальные заряды 



E
r

проводника,  создают которые . Внутри проводника поле равно нулю, 2

значит 021 =+⇒ EEE
rrr

: откуда следует, что 21 EE
rr

= . 

 
 
 
 
Следовательно 

0
21 22

1
ε
σ

=== nEEE                                         

(8.9) 
Таким образом, напряженность п
из двух равных частей: одна ч
прилегающего элемента поверхно
лежащими вне этого элемента пов
Отметим, что (8.7) определяет пол ной плоскости. 

кранирование. Металлический экран.

                                                         

оля вблизи поверхности проводника состоит 
асть создается поверхностными зарядами, 
сти, а другая – всеми остальными зарядами, 
ерхности. 
е заряжен

 
Э  
Механ ов на 
его поверхности показывает, части проводника к нему не 

я, а, значит, их можно удалить. В этом случае мы 

тся 
экраном х 
полей. я 

материала и уменьшения веса 

положительный заряд, поле 
лить, т заряды из 
лю и чка будет 

остранство от полей, находящихся внутри оболочки. 

   

изм уничтожения поля внутри проводника распределением заряд
что внутренние 

имеют никакого отношени
получаем пространство, окруженное оболочкой проводника и электрическое 
поле внутри оболочки равно нулю. Такая замкнутая оболочка называе

. Она экранирует внутренне пространство от внешних электрически
Экран используется для защиты технических устройств от влияни

внешних полей. В целях экономии 
используются металлические сетки с мелкими ячейками. Если взять 
сферическую оболочку и внутри расположить 
внутри оболочки E=0. Но если эту оболочку зазем о все 
внешней части уйдут на бесконечность, т.е. в зем оболо
экранировать внешнее пр

 



 
Потенциал проводника. 

2

Разность потенциалов между двумя точками
1

(1) (2) Edlφ φ− = ∫ . Если эти точки 

принадлеж  ат проводнику, то из условия E=0 внутри проводника следует, что
0)2()1(

1
==− ∫ ldEϕϕ  => и )2()1(

2
ϕϕ = ,т.е. потенциал во всех точках проводника 

одинаков, и можно говорить о потенциале проводника, т.е. проводник есть 
эквипотенциальное тело – тело, с одинаковыми отенциалами во всех точках п . 
Потенциал проводника вычисляется по формуле 

∫
∞

 

§9.Электроемкость проводника. Потенциальные и емкостные 

=

проводника
иповерхностпо

ldE
 

ϕ .                                                                                                       

(8.10) 
 

коэффициенты 
Уединенный проводник. 
Электроемкостью проводника называется величина, из ря мая отношением 
заряда q, сообщенного этому проводнику к потенциалу этого проводника  

ме е

ϕ
qC =                                                                                                               (9.1) 

Электроемкос еряется в фарадах:  
В
КлФ
1
11 = . ть изм

Фарад – очень большая величина, поэтому на практике пользуются более 
мелкими величинами 1мкФ=10-6Ф, 1пФ=10-12Ф. 
Вычислим электроемкость шара радиусом R. Так как 

R
Qkш =ϕ , то 

R
kш 0ϕ
RQC 4πε=== . 

роводников.Система п  
Если имеется система проводников, то потенциал каждого из них зависит не 
только от заряда проводника, но и от напряженности полей, создаваемых 
другими проводниками, т.е. от зарядов других проводников, причем по 
принципу суперпозиции он прямо пропорционален этим зарядам. 
Потенциалы первого и второго роводников можно записать в виде  

2121111

Q
QQ

α

п

2221212 Qαϕ
ααϕ
+
+=                                                                                                 (9.2) 

ф иенты 
=

Коэ фиц ijα назы с
от в, взаимного расположения проводников. Если вначале 
заряды на проводниках и , а потенциалы 

вают потенциальными коэффициентами. Они зави ят 
 формы, размеро

1 2 2,1Q Q ϕϕ , а затем заряды стали 

ости. Из нее непосредственно получается 
условие, которому удовлетворяют коэффициенты 

'
2

'
1,QQ , а потенциалы '

2,1
' ϕϕ , то можно показать, что справедливо соотношение  

'
22

'
112

'
21

'
1 ϕϕϕϕ QQQQ +=+ ,                                                                                      (9.3) 

которое называется теоремой взаимн
ijα : они симметричны 



относительно своих индексов. Теорему взаимности в общем случае для 
системы из n проводников можно записать в виде 

∑∑
==

=
n

i
ii

n

i
ii QQ

0

'

0

' ϕϕ .                                                                                                   (9.4) 

Если теперь обобщить (9.2) на систему из n заряженных проводников, т.е. 

∑
=

о после о ки (9.5) в (9.4) легко получить, что 

=
n

i
jiji Q

1

αϕ ,                                                                                                        (9.5) 

то непосредственн  подстан в
jiij αα = . Соотношение (9.5) можно рассматривать как систему решение 

которой можно записать виде  относительно при заданных 

∑=
n

Q

 , 
 уравнений   

потенциалах 
jQ  

=

ϕ                                                                                                           (9.7) 

 н  
коэффициент взаимной емкости i-го и j-го проводников. 

 положительный заряд на уединенном проводнике создает 
поло тельн  потенциал, то все емкостные коэффициенты >0. 

к н ро д

j
jiji

1
c

 где ijc  – емкостные коэффициенты. c – емкост ой коэффициент i-го 
проводника, ijc -

ii

Поскольку
жи ый  iic

 
Емкостные оэффицие ты двух п во ящих шаров. 

  Предположим, имеется два проводящих шара с радиусами a, центры которых 
расположены на расстоянии r, содержащие заряды 1Q и 2Q  и пусть ar >> . 
Последнее условие позволяет сохранить сферическую симметрию поля 
каждого из зарядов. 

 
)( 21

1 r
Q

a
Qk +=ϕ ,      )( 21

2
Q

r
Qk +=ϕ  

a

⎪
⎪
⎩

⎨
=+

k
arrQaQ 2

21
ϕ  

⎪ k
ar1

а r, второе на (-a) и после преобразований 

⎪
⎧ =+ aQrQ 21

ϕ

Умножим первое уравнение н
получим: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
=−

raar 22
122 ϕϕ

−
kk

1=−
raarQ

k
arQ

222
2

1

)(

)(

ϕϕ  

−
k

22

2

ar



⎪
⎪
⎩

⎪
⎨

−( 22 ark⎪Q
⎧ 2

2
2

1 raar ϕϕ

−
−

)() 22
2

ark
raϕ

−
=

−
−=

(

,
)()

2

22

2
2
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Но ,2121111 ϕϕ ccQ += , а ,2221122 ϕϕ ccQ += .  Сопоставляя эти выражения с 

полученными для 1Q  и 2Q легко найти, что 

0
)(( 22

2

22

2

2211 <
−−

==
ark

ra
ark

arcc  ,0
) 2112 −==> cc

Если емкостную связь разорвать, т.е. устремить r к бесконечности, то 
 емкостные коэффициенты 

k2211
accc ===  что совпадает с выражением для 

электроемкости уединенного шара, а коэффициенты 02112 == cc . 
 

Конденсаторы. 
Конденсатор – совокупность 
некотором расстоянии друг от торыми обычно 
заполняют диэлектриком. Заряжают проводники равными по величине, но 
противоположными по знаку зарядами. Проводники называют обкладками 
конденсатора, а сам конденсат ющее накапливать 
электрическую энергию и отдавать ее в нужный момент времени. Вернемся к 
(9.2), где положим

двух любых проводников, расположенных на 
 друга, пространство между ко

ор – это устройство, позволя

 QQ =1 , QQ −=2 , тогда Q)( 12111 ααϕ −= , Q)( 22122 ααϕ −=  
Q)2( 12221121 αααϕϕϕ −+=−=∆  

Электроемкостью системы личина двух проводников, будет ве
1

122211 )2( −−+=
∆

= ααα
ϕ

QC  .             

(9.9) 
Так как 012 <α , то C>0. 
Электроемкость конденсатора можно выразить и через емкостные 

ты: коэффициен

2221122

,2121111

ϕϕ

ϕϕ

ccQ +=
  

Достаточ

ccQ +=

но положить QQQ Q= , −=21 , найти 1ϕ и 2ϕ , затем ϕ∆  и можно 

получить
122211 2CCC ++

(9.10) 
В большинстве

2
122211 CCC −

=                                                                                           C     

 случаев форма обкладок конденсатора и их взаимное 
тобы внешние поля не влияли 
ду ними, и силовые линии, 

ательно за а

линдрическими и плоскими. Вычисление емкости 

расположение подбирают таким образом, ч
существенно на электрическое поле меж
начинающиеся на одной из обкладок, обяз к нчивались на другой. 
Благодаря этому всегда обеспечивается равенство абсолютных значений 
зарядов на обкладках. В зависимости от формы обкладок конденсаторы 
бывают сферическими, ци



конденсат
обкладки равными по величине и противоположными по знаку зарядами , 
атем вычисляем разность потенциалов между обкладками 

ора производится следующим образом: мысленно заряжаем 
Q

з ϕ∆ . И затем 

вычисляем  емкость 
ϕ∆

=
QC . 

Фактически вычисление емкости конденсатора сводится к определению 
разности потенциалов между обкладками при известном заряде на обкладках. 

 
Сферический конденсатор. 
Даны 2 сферы с общим центром. Пусть на внутренней обкладке 
сферического конденсатора имеется заряд +Q, на внешней –Q. 

Используя Электростатическую теорему Гаусса легко 
видеть, что 
 
Напряженность полей 0== IIII EE . Напряженность поля 
между внешней и внутренней обкладкой равна: 

22
04 r

Qk
r

QEII ==
πε

. 

Разность потенциалов между обкладками : 
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Тогда емкость: 
1

1
−
⎞

21 ⎠⎝ RR

 
илиндрический конденсатор.

11
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k

Cсф ⎟⎟                                                                                               (9.11) 

Ц  
Рассмотрим два коаксиальных цилиндра с радиусами R1 и R2. 0== IIII EE . 

Согласно теореме Гаусса 
lr
kQ

r
k 2

=EII
2

=
λ , где – длина цилиндров   l .

1

2ln22 2

1
R
R

l
kQ

r
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l
kQldE

R

R

===∆ ∫∫ϕ . 

Тогда емкость цилиндрического конденсатора: 

1

21ln
2 R

R
k
lCц

−= .                              

 
Плоский конденсатор.

                                                                     (9.12) 

 
адью S, Даны 2 проводящие пластины площ

расстояние между которыми d 
 

0== IIII

 Поле внутри конденсатора
EE . 

 

S
QEEE

ε
σ σ σ

εεε
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S
QdldEldE
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00 ε
ϕ ===∆ ∫∫ . 

Тогда емкость плоского конденсатора  

d
SC 0εε

= .                                                                                               (9.13) 

ное сое
 
Последователь динение конденсаторов. 

 
чевидно: О

321321321 313221

uuu

ϕϕϕ ϕϕϕ+− −=− . 
321
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C
Q

C
Q

=+
21

    ⇒
21

111
CCCx

+=  и я,ли, обобща  получим: 

∑=
k kx CC

11
.                                   

Формула (9.14) определяет эл
конденсаторов. 

 

                                                                  (9.14) 

ектроемкость k параллельно соединенных 

Параллельное соединение конденсаторов. 

 
На основании закона сохранения заряда QQQ =+ 21

 U, 
, CuuCuC =+ 21 , т.к. 

напряжение на каждом конденсаторе равно следовательно xCCC =+ 21 .  
Обобщить систему из k конденсаторов, получаем: 

.                                                                                                         (9.15) 

 
 

∑=
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§ 10. Метод электростатических изображений. 
В теории электромагнетизма доказано, что решение корректно поставленных 
задач единственно. Существует наглядный метод нахождения поля, 
удовлетворяющего условиям задачи, называемый методом изображений. 
Его суть состоит в следующем. Поле точечного заряда хорош известно. 
Стараются подобрать такую систему точечных зарядов, суммарное поле 
которых удовлетворяет всем условиям задачи. Из теоремы об единственности 
решения заключаем, что это поле дает искомое решение. Мат матически 
задача сводиться к нахождению потенциала, удовлетворяющего условиям 
задачи. Напряженность Е направлена перпендикулярно эквипотенциальным 
поверхностям и вычисляется как взятый с обратным знаком градиент от 
потенциала. Получить форму эквипотенциальных поверхностей системы 
точечных зарядов в принципе легко. 
Фактически сказанное означает, что если нарисовать картину силовых линий 
поля, создаваемого системой заряженных объектов, и она совпадает с 
картиной силовых линий поля, создаваемого системой точечных арядов, то 
это означает, что эти поля одинаковы. И сложный расчет пол в первом 
случае изменяется на довольно простой во втором. Еще раз отметим, что в 

ет, что у этих полей одинаковая 

а проводящая бесконечная плоскость и заряд q > 0 на расстоянии r от 
плоскости. Найти поле в точке М. 

и будут индуцироваться заряды с 
плотностью 

о 

е
 

з
я 

графической интерпретации это означа
картина силовых линий. 
Пример 1. 
Дан

 
На плоскост

σ <0, убывающей до нуля в 
Тогда потенциал в точке М, 

согласно принципу суперпозиции, равен 
бесконечности. 

плqM ϕϕϕ += .              
 (10.1) 
Отметим, что сам потенциал проведенной 

вен 0. 
Если строго решать эту задачу, необходимо 

 закон ра

плоскости будет ра

найти спределения σ  и вычислить плϕ  

Рассмотрим поле, создаваемое двумя точе
в точке М, а затем воспользоваться принципом суперпозиции (10.1). 

чными зарядами  +q и –q, 
расположенными на расстоянии 2r друг от друга. 



 
Если провести плоскость, перпендикулярную линии 2r, то это будет 
эквипотенциальная поверхность, как легко видеть,  с потенциалом, равным 0.  
Картина силовых линий справа на двух рисунках одинакова. Значит 
«действие» бесконечной отрицательно заряженной плоскости совместно с 
положительным точечным зарядом  +q справа от эквипотенциальной 
поверхно  
точечны е 

ож з М

сти может быть заменено на «действие», обусловленное двумя
ми зарядами +q и –q, находящимися на расстоянии 2r. В этом случа

можно считать, что поле в первом случае создается зарядом q и его 
«изображением» –q, «как в зеркале». 
Следовательно, м но аключить, что потенциал поля в точке  во втором 
случае  

−+

−=
r
qk

r
qkMϕ . Но тогда этой же формулой можно представить 

потенциал поля в точк  М  первом лучае, если ввести понятие изображения 
заряда q в плоскости, как в зеркале, т.е. заряд –q – фиктивный заряд, который 
называется изображением заряда q в плоскости. Не нужно решать никакую 
сложную задачу, а поле в точке М находится как суперп з

 е  в  с

о иция полей заряд q 
и его изображения –q. 
Сила взаимодействия меж ой проводящей 
плоскостью будет равна силе взаимодейс  т.е. 

ду зарядом q и бесконечн
твия заряда q м его изображения,

2

2

4r
kqF = . 

Пример 2. 
 

 проводящие полуплоскости и заряд +q. Найти MϕДаны 2 перпендикулярные .  
зразу 

ем 
 . Если 

е точки +q в 
калах, то 

бражений будет три: q1 2  q3 – третье 

еви , 2=–q, 
тогда потенциал поля в точ но
q и трех его «изображений , количество таких ситуаций 
ограничено. 

Метод изображений позволяет 
вычислить поле в точке М. Найд
изображение q  в этих плоскостях
оптически построить изображени
двух перпендикулярных зер

, q  иизо
изображение из-за переотражений в зеркалах. 
Оч дно  что q1=–q; q а q3=–(–q)= q. И 

ке М мож  найти как суперпозицию полей заряда 
». Естественно



Метод изображений, конечно, не сводится во всех случаях в буквальном
смысле к нахождению зеркального изображения зарядов. В курсе уравнений

тической физики метод изображений, например, используется для 
р ия и

 м

Пример 3. 
Определим силу взаимодействия между дящей заземленной сферой 
радиуса а и точечным зарядом q2 расположенном на расстоянии d  от центра 
сферы и поле этой системы в точке М.  

 

 

 
В этом случае
Рассмотрим

ямой на расстоянии d1 и d2 от точки 

 
 

матема
пост оен  функции точечного источника (функции Грина) I краевой задач  
для уравнения Лапласа. Там же ы встречаем изображение на круге, 
изображение на сфере.  
В заключение рассмотрим еще один пример. 

прово
2

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 потенциал сферы равен 0. 
 сначала поле, создаваемое двумя точечными зарядами q1 и q2, 

расположенными с точкой О на одной пр
О. 
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Найдем эквипотенциальную поверхность, удовлетворяющую условию  
0),( =θϕ a . Пусть q1 = | q1|, q2 = - | q2|. Тогда  

)cos2()cos2( 2
2
2

22
11

2
1

22
2 θθ addaqaddaq −+=−+ . 

Сгруппируем слагаемые следующим образом: 
0)()(cos2 2
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22

2
1 =−+−+−− dqdqqqadqdqa θ . 

Чтобы равенство нулю выполнялось для всех θ, необходимо потребовать: 
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Тогда получим 
2

1
21 d

dqq −= , 2
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2
1

2
2

2
1

2
1

2
22 )(

qq
dqdqa

−
−

= . Подставим q1 в а2: 



21
2 dda = . Следовательно, если 

2

2

1 d
ad = , а 

2
21 d

aqq −= , то оте и  на 

воображаемой сфере радиуса а т равен нулю. Причем 

 п нц ал

буде 21dda = . 
Теперь проведем сопоставление исходной задачи и рассмотренного примера. 

с

ображение заряда q  на сфере радиуса а, то этот заряд 

В обоих случаях имеется фера с потенциалом равным нулю. Поле в 
пространстве вне сферы, очевидно, будет одинаково, так как во втором случае 
тот же заряд и та же сфера. Таким образом, можно сделать следующий вывод: 
Если ввести из 1

2
21 d

aqq −= . В этом случае поле, создаваемое сферой и зарядом q2 , будет точно 

таким же, как поле, создаваемое зарядом q2 и его изображением на сфере q1, 
т.е. потенциал в точке М: 

2

2

1

1

r
qk

r
qkM +=ϕ . 

А сила взаимодействия между проводящей заземленной сферой и зарядом q2 
будет определяться законом Кулона как сила взаимодействия между зарядом 
q2 и его изображением на сфере – зарядом q1, т.е. легко найти, что 

( )222
2

2
22

ad

aqd
kF

−
− . 

 
§ 11.  Электростатическое поле п и наличии диэлектрико  

=

р в
вДипольный момент непрерывного распределения зарядо . 

Влияние вещества на электрическое и магнитное поля было открыто и 

п

исследовано Фарадеем. Результаты этих работ привели Фарадея к идее 
близкодействия и концепции электрического поля. Электростатическая 
индукция была им открыта в 1837г. Тогда же он ввел в науку термины 
«диэлектрик» и «диэлектрическая постоянная».  
Пусть в некотором объеме V  имеется непрерывно распределенный заряд с 
объемной лотностью ρ , но пу ть в целом объем электрически нейтральный, 
тогда 

=

с  

    ∫V dV 0ρ                                                                                                       (11.1) 
Если ρ =0 во всех точках объема, то эта система электрически нейтральна, а 
именно на нее не действует внешнее поле и сама она не способна создавать 
поле. Если же ρ  в одних частях объема положительна, а в других 
отрицательна, то хотя в целом заряд объема равен нулю, такая система 

ует внешняя 
тва  

  характеризуются ее дипольным моментом. Если взять 
два точечных  q и (-q) и расположить их на расстоянии l, то такая 
система будет  дипольным моментом (см.(7.7)) 

способна создавать электрическое поле и на нее действ
электрическая сила. В первом приближении электрические свойс
нейтральной системы

заряда
обладать lqp

rr
= . 

При непрерывном распределении заряда по 
объему V дипольный момент  



V
p rdρ= ∫ V ,                                                       (11.2) 
где радиус-вектор отсчитывается от точки O, принятой за начало отсчета.  

Величина (11.2) не зависит от того, какая точка 
выбрана за начало системы отсчета. Если за 
начало отсчета выбрать точку , положение 
которой относительно точки характеризуется 
радиус-вектором

 O′
О 

 0r
r

, то дипольный момент 
ывного распределения зарядов 

 
непрер
относительно этой точки будет равен

∫ ∫∫ ∫ =−=−==
V VV V

pdVrrdVdVrrdVrp ρρρρ 00
' )(  

(11.3) 

'

Если взять два сколь угодно малых элементарных 
объема 1V∆ и 2V∆ с зарядами 1Q и 2Q , то дипольный 
момент 
 

QrdVrdVrdVrdVrp                       Qrr 22112221112211

1 21 2 V VV V

rrrrrr
+ ,             

(11.4) 

=+=+= ∫ ∫∫ ∫ ρρρρ
∆ ∆∆ ∆

где 1r
r

 2r
r

 - радиус-векторы этих объемов. Если, например, в объеме 2V∆  и 
находится положительный заряд 2Q =q. Тогда вследствие электрической 
нейтральности системы 1Q =-q и формула (11.4) принимает вид: 

lqrrp q
rrrr

=−= )( 12 , что совпадает с 
(7.7). 
 
По иляризация д электриков. 
Диэлектриками называются 
вещества, в которых под 

т 
еремещение зарядов, как, 
например, в проводниках. В 

ктриках они сдвигаются, но 

Рассмотрим электрически  
электрическое пол

действием поля не возникае
п

диэле
не перемещаются на большие расстояния. 

 нейтральный объем диэлектрика. Внешнее
е стремится сдвинуть положительные заряды в 

направлении E
r

, а отрицательные – в противоположном. В результате в одних 
областях пространства появляются положительные заряды, а в других – 
отрицательные, в результате чего диэлектрик приобретает дипольный 
момент. Этот процесс называется поляризацией. Степень поляризации 
характеризуется поляризованностью, определяемой как отношение 
дипольного момента элемента диэлектрика к его объему

 

 pr∆   V∆ : 

V
pP

∆
∆

=
rr

                                                                                                       (11.4) 

олекулярная картина поляризации.М  



Диэлектри  состоит из атомов и м лекул, причем любой его бесконечно 
малый физический элемент объема является электрически нейтральным. 
Поло

к о   

жительный заряд сосредоточен в ядрах атомов, а отрицательный – в 

н

 электронное 

электронных оболочках атомов и молекул. Положительные и отрицательные 
заряды расположены в различных точках пространства, и, следователь о, 
атомы и молекулы могут обладать электрическими дипольными моментами, 
которые изменяются с частотой колебаний электронов в атомах порядка 

1510 −≈ c . 
Если в атоме при отсутствии внешнего электрического поля

1

облако распредел ки о ядраено сферичес симметрично относительн , т
не обладает элек ым на но,
положительные 
симметрией рас я  
Такие молекулы на  
двухатомные мо з
симметричные м и др. При отсутствии 
внешнего поля тако
Молекулы и ато е р
отсутствии внешнего
и др. Постоянн мо ни порядок 

Это соотв  с н
, расстояние между которы . порядка атомн

р

о атом 
трическим дипольн  моментом. А логич  в молекулах 
и отрицательные заряды могут обладать такой 

пределени , когда у них не возникает дипольный момент. 
 и атомы зываются неполярными, например атом гелия, 
лекулы, состоящие и  одинаковых атомов (H2, N2, O2, …), 
ногоатомные молекулы СО2, СН4 
й диэлектрик не поляризован. 

мы, обладающие эл кт ическим дипольным моментом при 
 поля, называются полярными, например СО, N2O, SO2 

ый дипольный мент у х имеет 2910 − – 3010 −  
етствует диполю, остоящему из двух элементар ых арядов 

ми м1010− , т.е
мКл ⋅ .  з

Кл29106,1 −⋅ ых 
азмеров. 

 
П ные дипольные ри отсутствии внешнего электрического поля постоян
моменты отдельных ,  молекул ориентированы беспорядочно и, следовательно
их сумма в физически бесконечно малом объеме равна нулю, т.е. диэлектрик 
неполяризован. 
Во внешнем электрическом поле положительные заряды стремятся 
сместиться по направлению напряженности пол , а отрицательные – 
противоположно.  

я

 молекулы  и 
изуются. П тают 

лнительный индуцированный внешним полем дипольный момент и 
благодаря этому также поляризуются, но эта поляризация играет для них 
лишь незна ительную роль Главный механизм поля заци гой: 

в
переориентируются так, что бесконечно малые физические элементы 

В результате неполярные  приобретают дипольный момент
диэлектрик поляр олярные молекулы также приобре
допо

ч .  ри и для них дру
во внешнем электрическом поле на постоянные дипольные моменты молекул 
действуют моменты сил, стремящиеся ориентировать дипольные моменты 
 направлении напряженности поля. В результате молекулы 



объема диэлектрика приобретают 
поляризуются. Поляризованность 

дипольные моменты, т.е. диэлектрик 
за счет переориентации молекул 

м вследствие образования дополнительных 

ацией. 
Во всех случая поляризация 
поляризованность Р. Механизм поляризаци нии 
зависимости Р от напряженности внешнего  и других факторов. При этом 
формула, связывающая между собой напряженность электрического поля, 
электрическое смещение и поляризованность остается неизменной. 
При внесении диэлектрика, состоящего из полярных молекул, в 
электрическое поле происходит эффект ориентации дипольных моментов 

значительно больше, че
дипольных моментов, индуцированных внешним полем. 
Наряду с этими механизмами поляризации существует еще один. В ионных 
кристаллах под влиянием внешнего электрического поля положительные 
ионы смещаются в направлении напряженности поля, а отрицательные – 
противоположно. В результате происходит некоторая деформация 
кристаллической решетки или относительное смещение подрешеток, что 
приводит к возникновению в диэлектрике дипольных моментов, т.е. 
поляризация диэлектрика. Такая поляризация называется ионной 
решеточной поляриз

количественно характеризуется 
 проявляется лишь при изучеи

 поля

 
В этом случае поляризованность  

><==
p

V
i∑

∆
∆

r
pNP V                                                                                                 

(15.5) 
где >< p - среднее значение дипольных, равных друг другу по абсолютному 
значению, но различно направленных в пространстве. 

 
При внесении неполярного диэлектрика ическое  
поля положительные заряды сме п
противоположно поля и молеку
момент, а сам диэлектрик характери

 в электр  поле под действием 
щаются по олю, а отрицательные – 
ла приобретает небольшой дипольный 
зуется вектором поляризации 

0

0| |
P Nр
р p
=

<< < >

r r

r r                                       

(11.6) 

ень поляризации диэлектриков. В общем 

                                                                    

В общем случае и у полярных молекул тоже происходит небольшой сдвиг 
зарядов, который увеличивает степ



случае зависимость P
r

  от напряженности поля E
r

 носит вид функционала, т.е. 
)(EfP
rr

= , но то зависи можно представить в виде 
 член меньше 

предыдуще
Диэлектрики с такой зависимостью 

во многих случаях э мость 
ряда по степеням E

r
, в котором каждый последующий

го. 
)(EP
r

  называются нелинейными и 
нелинейнос их проявляется лишь в сильных полях. В слабых полях ть 
зависимость )(EP

r
 носит линейный характер и может быть записана в виде  

=P
r

æ E0ε ,                                                                                                             
(11.7) 
где  æ – диэлектрическая восприимчивость. 
 
Влияние поляризации на электрическое поле 
ипольный момент элемента объема dV  в соответствии с (11.5) Д равен 

                                                                           (11.8) 0dp PdV EdVκε= =
r

         
r r

и совпадает по направлению с напряженностью поля E
r

, т. к. æ > 0.  

 
 

 напряж оля, создаваемого диполем, направлена 
ожно вектору  электрического поля и ослабляет 

его. 
 

ме и на 

электрическое поле так же как и свободные заряды. 
 

з
 р т

х ости. Вычислим заряд, пересекающий 
элемент при возникновении поляризованности 

Поэтому енность п
п  напряженностиротивопол

Следовательно, роль пол
п

яризации при этом сводится лишь к разделению
оложительных и отрицательных зарядов, в результате в объе

иповерхности диэлектрика образуются поляр зационные или связанные 
заряды. Эти заряды как бы привязаны в различных местах диэлектрика и не 
могут свободно перемещаться по его объему или поверхности. Они 
порождают 

Рассмотрим элемент поверхности dS  внутри
неполяри ованного диэлектрика. При поляризации 
электрические заряды п иходя  в движение сквозь этот 
элемент повер н

dS P
r

. Для 
 упрощения формул будем считать, что движутся лишь

положительные заряды. Обозначим  
q  - заряд диполя, l  - плечо диполя, соответствующее 
поляризованности P

r
, N  - концентрация зарядов. Площадку 

dS новении поляризованности  при возник P
r

 пересекут все 
положительные заряды, которые до движения, 

объеме обусловленного поляризацией, находились в 



= dSdV ,cosΘ=⋅ dSlh  следовательно 
SdPPdSdSNqldQ
rr

=Θ=Θ= coscos                                                                (11.9) 
Формула (11.9) определя

 
ъем, и 

тогда в этом объеме , т.е. 
связанные заряды 

                                                                                                                                           

(11.10) 
Если к (11.9) применить теорему Остраградского-Гаусса, то получим 

ет заряд, который покинет элементарный об
остан аряды противоположного знакаутся з

∫−=

−=

SdPq

SdPdq

св

св
rr

rr

   

( )∫ =+ 0VdPdivсв

rr
ρ ,                                                                     (11.11) 

.                                                                                                                                      
(11.12) Таким образом, объемные связанные  могут возникать только в 
диэлектриках, где поляризация изменяется от точки к точке, т.е. в 
неоднородных диэлектриках. Выясним, в каком случае в диэлектрике 
объемная плотность связанных зарядов равна нулю. 

                   

Pdivсв

r
−=ρ              

 заряды  

∫ −= свqSdP
rr

 

∫ −= свqSdE
rr

Учитывая (11.6): æ 0ε , и используя теорему Гаусса, получим 
æ ( )св свq q q+ = −  

  ⇒         
т

                           
(11.13) Объемная пло ность связанных зарядов в диэлектрике равна нулю, 
если он однородный и в нем не должно быть свободных зарядов с плотностью  
ρ .  чае у диэлектрика могут быть только поверхностные связанные 

заряды, с повер

В этом с

хностной плотностью

лу

 свσ . 
 

Граничное условие для P. 
Граничными условиями называется связь между векторами поля по разные 

а  а
вообще говоря, просто воображаемой поверхностью в 

 опре

границу. Они 
ений 

тся граница раздела 
 

 поле. 
раздела 
е 

стороны поверхности, разграничив ющей две области. Эт  поверхность 
может быть, 
однородной среде. Во всех случаях граничные условия позволяют делить 

изменение векторов поля при 
переходе через 
выводятся с помощью уравн
для поля. 
Пусть имее
двух диэлектриков, находящихся
во внешнем электрическом
Построим на границе 
диэлектриков цилиндр. Дале
 



;∫−=⇒−= qSdPdq свсв SdP
rr

 
 

rr

∫∫∫ +=
12

1122
SSS

SdPSdPSdP
rrrrrr

. 

 

                                                                                    (11.14) SPSPq nnсв ∆−∆=∆ 21

⇒∆−∆=∆⇒∆=∆ SPSPSSq nnсвсвсв 21σσ                                                  
)( 12 nnсв PP −−=σ                                                                                            

)( 122 PPnсв

rrr
−−=σ                                                                                   (11.15) 

П ектрик, 

2

олезно заметить, что вакуум также можно рассматривать как диэл
поляризованность которого равна нулю. Формула (11.15) может быть 
применена к границе между диэлектриком и вакуумом. В этом случае P =0 и n

свσ = где - нормальная компонента по
лируем основную идею учета влияния вещества на электрическое 

становится источником электр
изменяется. 
Пример: 

в 
поля 

плоском н енсаторе, пространство 
ду о д

На  
с плотностью 

nP1 ,  nP1 ляризованности диэлектрика. 
Сформу
поле, которая  была прослежена на примере проводников и диэлектриков, 
вносимых в это поле, а именно: при наличии внешнего поля вещество само 

ического поля, в результате чего внешнее поле 

 
Рассмотрим этот процесс случае 
образования электрического в 

 ко д
меж бкла ками которого заполнено 
однородным диэлектриком. 

 обкладках конденсатора расположены 
поверхностные заряды 

σσσσσ == −+−+ ||||,, . В результате поляризации диэ ектрика на границе 
диэлектрик-прово св св

л
дник образуются связанные заряды, т.е. св | |σ σ σ−= = . 

а

+

Так как поле у поверхности проводник  
0

σ
ε

=nE , то поле внутри диэлектрика 

свn EEE
rrr

+= , откуда получаем 
0

свE σ σ
ε
−

= . 

С учетом (11.14) поляризованность в проводнике равна нулю 
0св nP Eσ ε= = æ 

 
EE 00 εσε −=  æ 

                                                                                                    (11.16)   
 величину  Если ввести



+=1ε  æ,                                                                                             (11.17) 
то напряженност  

0εε
σ

=Eь поля в конденсаторе                                          (11.18) 

Т  в конденсаторе уменьшается аким образом, при наличии диэлектрика поле
ε раз мысл величины . С ε : она показывает, во сколько раз напряженность поля 
в диэлектрике меньше, чем напряженность поля в вакууме. 

Э
 
лектрическое смещение. 

Уравнение, дающее дифференциальную формулировку закона Кулона, имеет 
ид в

ρ

0ε
=divE , 

т.е. оно показывает, что источником напряженности электрического поля 
являются свободные заряды. В диэлектриках это уравнение должно быть 
и  связанные зменено с учетом того, что в образовании поля участвуют и
заряды 

00

св

ε
ρ

ε
ρ
+=divE                                                                                            (11.19) 

Так как Pdivсв

r
−=ρ , получим  

PdivdivE
r

00

1
εε

ρ
−=   

( ) ρε =+ PEdiv
r

0                                                                                            (11.20) 
Определим новый вектор 

PED
rr

+= 0ε

                                                                                    (11.22) 
т.е. источником вектора  являются свободные заряды, на которых этот 

 о связанными 

,                                                                                                     (11.21) 
который называется вектором смещения. Он не является чисто полевым 
вектором, ибо учитывает влияние вещества на поле. Для него можно записать 
уравнение: 

ρ=Ddiv
r

,                 
r
D

вектор начинается и заканчивается, а поле, связанное с
зарядами, уже учтено в векторе D

r
. 

+=+= EPED 00 εε
rr æ += 1(00 εε E æ ⇒= EE 0) εε  

ED
rr

εε 0= ,                                                                                                         (11.23) 
где ε  определяется (11.17). Для диэлектриков электростатическая теорема 

ора Гаусса формулируется для вект D
r

. Так как ρ=Ddiv
r

, то, проинтегрировав 
обе с бъему ∫ ∫=

V V

dVdVDdiv ρ
r

ча ти по о и применив теорему Остраградского-

Г учим электростатическую теорему Гаусса для диэлектриков: 
d                                                     (11.24) 

Пример 
ктрический шар радиуса R  , в котором заряд распределен 

р вно

аусса, пол
∫ = QSD

rr
.                                                     

S

Дан диэле
а мерно с объемной плотностью ρ . 



Будем рассматривать две области: r<R и r>R 
1. r<R 

Применяя теорему Гаусса для вектора D
r

 (
получаем 

11.24) 

33
44

2
32 rDrRD ρρππ =⇒=  

Напряженность поля найдем из (11.23): 

00 3εε
ρ

εε
rDE ==  

 
2.     r>R 

ρππ 32

3
44 RrD = ;  2

3

3r
RD ρ

= ;    2
0

3

0 3 r
RDE
ε
ρ

ε
==  

                                             
Функция )(rD непрерывна, а )(rE на границе терпит разрыв. 

 
Граничное условие для вектора D

r
. 

Рассмотрим границу двух диэлектриков. Когда мы получали граничные 
условия для вектора P

r
, мы исходили из уравнения свPdiv ρ−=

r
и нашли, что 

(P−= )− , где nn 12св Pσ свσ  - поверхностная плотность границе двух 

Исходя из уравнения 

заряда на 
диэлектриков. 

ρ=Ddiv
r

, где ρ - плотность свободных зарядов, можем 
аналогичным образом получить  условия для вектораграничные  D

r
, т.е. 

=σ− nn DD 12  (11.25),  
где σ - поверхностная плотность свободных зарядов на границе двух 

Если имеется граница диэлектрик-проводник, то в  проводнике
диэлектриков.  

0=E
r

⇒ 0=D , 
тогда ,2 σ=  где nD σ - поверхностная плотность зарядов, расположенных на 
проводнике. С учетом определения вектора D

r
, получаем   

0ε
σ

=E                                                                                                        (11.26) 

 проводник-диэлектрик, то  

n

Если рассмотреть границу

0εε
σ

=E                 (11.27) 

 в

n ,                                                                                          

т.е. в диэлектрике напряженность поля  ε раз меньше, чем в вакууме. 
 

Граничные условия для тангенциальной составляющей вектора E. 
Рассмотрим границу диэлектриков, находящихся в электрическом поле. 
Выберем замкнутый контур ABCD. Вследствие потенциальности 



электрического поля 

 
∫ = 0ldE                                                                                                           (11.28) 

но тог  вид 
20)(0 EEdlEEdlEdlE =⇒=−⇒=−                                                    

т.е. тангенциальная составляющая на границе двух диэлектриков непрерывна. 
Рассмотрим преломление силовых линий 
электрического поля на границе двух 
диэлектриков с

Если контур сжать, то AD и BC можно сделать сколь угодно малыми (см. §8), 
да (11.28) будет иметь

ττττττ 12121 ∫∫
(11.29) 
∫

 1ε и 2ε , 21 εε < . 
 зарядов, т.е. Пусть на границе нет свободных

σ =0. 
Тогда из (11.25) имеем

EE
, что , т.е. 

101202

nn DD 12 =

nn εεεε = , т.е. nn EE 1122 εε =  
Так как 12 εε > , то . А так как 

женности  
nn EE 12 <  

тангенциальная составляющая напря
непрерывна, т.е. ττ 21 EE = , то на границе двух 
диэлектриков силовые линии преломляются. 

зарядов.

 
§12. Энергия электростатического поля 

Энергия взаимодействия дискретных  
Если имеются два точечных заряда q и q1 2 , то потенциал точки А 

2qA =ϕ , где  W

W - потенциальная энергия 2q  в поле заряда 1q . 

 
С другой стороны 

r
qkA

1=ϕ . 

Приравнивая левые и правые части имеем 

r
qqkW 21=                                                                                                            (12.1) 



Эта формула определяет потенциальную энергию взаимодействия двух 
точечных зарядов. 
Пусть даны две сферы очень малого радиуса, несущие заряды и Тогда 
по аналогии с точечными зарядами 

1Q 2Q . 

r
QQkW 21'=                                                                                                          (12.2) 

т.е. W’ равна работе сил поля, если один заряд унести от другого в 
бесконечность. 
Перепишем (12.2): 

( )22112
1

1
2 1

2
1

r
QkQ

r
QkW ′′⎞

⎜
⎝
⎛ +=′                                              (12.3) 

2
QQQ ϕϕ +=⎟

⎠
                 

где 1ϕ′  - потенциал, созданный вторым зарядом в том месте, где находится 
первый заряд.  
Если эту формулу обобщить на систему зарядов, то 

∑ ′=′ QW ϕ1 .                                                                                                    
i

Полученная формула определяет энергию

ii (12.4) 

 взаимодействия системы зарядов. 

спределении заряда.

2

 
Энергия взаимодействия при непрерывном ра  

 Пусть в элементе объема dV  находится заряд dVdq ρ= . Для определения 
 V энергии взаимодействия всех элементов  в обdq ъеме можно использовать 

формулу (12.4), перейдя в ней от суммы к интегралу: 
,1

∫= V                                                                                                      (12.5) 
2 V

где 

dW ϕρ

ϕ  - потенциал, соз мый всеми зарядами в точке нахождения заряда давае
. dq

 
Собственная энергия. 
На первый заряд формулы (12.4) и (12.5) кажутся аналогичными, тем более 
что (12.5) “ твует 

 различие. Формула (12.4) учитывает лишь энергию 
действия между заряженными шарами, но не учитывает энергию 

е ми зарядов, находящих

я зарядов можно записать в виде: 
                  

выведена” из (12.4). Однако между ними сущес
принципиальное
взаимо
взаимодействия между эл мента ся на каждом шаре. А 
(12.5) учитывает и первое, и второе. 
Учитывая сказанное, энергию взаимодействи

                                                                                     (12.6) 
 это

собWWW += '
Величина собW -  энергия заряженных шаров, учитывающая взаимодействие 
зарядов между собой на каждом шаре. Собственная энергия зависит от 
законов распределения зарядов шара и значений зарядов. Если имеется 
уединенный шар, то 

R
Qk=ϕ . 

Тогда 
R

kQQWсоб 22
1 2

== ϕ                                                                                     (12.7) 

Это означает, что собственная энергия точечного заряда равна бесконечности, 
т.е. при . Это приводит к серьезным трудностям при  0→R  ∞→собW



использовании модели точечных зарядов. 
 
Плотность энергии электрического поля и энергия электрического поля. 
Воспользовавшись уравнением 

ρ=Ddiv
r

  
Запишем (12.5) в виде 

∫∫ == dVDdivdVW
r

ϕϕρ
2
1   

VV

читывая формулу векторного анализа У
( ) ϕϕϕ ddiDdiv DDv

rr
gra

r
+= = DEDdiv −ϕ   
( )DdiDEDdiv v
rrrr

ϕ                                                                                            (12.8) ϕ +=
получим: 

( ) ,
2
1

2
1 dVDdivdVDEW

VV
∫∫ +=

rrr
ϕ                                                                            

(12.9) 
Применим ко второму интегралу в (12.9) теорему Остроградского-Гаусса и 
оценим его: 

( )∫ Ddiv ϕ
r

∫=
S

SdDdV ϕ                                                                                             
V

(12.10) 
Если в некотором объеме сосредоточены заряды, их плотность равна ρ , то 
на далеких расстояниях r  от зарядов, а мы смотрим поле на значительном 
расстоянии от

 
 объема, можно провести оценку: 

,1
2~1~

r
D

r
ϕ  т.е. 2

3 ~1~ rS
r

Dϕ . 

Значит при интегрировании по всему объему второй интеграл в (12.9) имеет 
порядок 

r
1 , значит при удалении поверхности интегрирования на 

бесконечность, т.е. при ∞→r он стремиться к нулю. Учитывая это из (12.9) 
получаем  

∫= dVDEW
rr

2
1 ,                                                                                            (12.11) 

 
где интегрирование происходит по всему пространству. 
Формула (12.11) и определяет энергию электрического поля. Но эта формула 
связана с формулой 

∫= dVW ϕρ
2
1 .                                                                                                  (12.12) 

Формула (12.12) утверждает, что энергия поля локализована на элементарных 
зарядах и определяе ся через них.  заряды со  поле в пространстве, а 
е

т Эти  здают
го характеристики – векторы DE , . Энергия поля выражается через них с 
помощью (12.11). Но и (12.11) и (12.12) количественно дают одинаковый 
результат. Рассмотрим шар радиуса R с зарядом Q, тогда из (12.12) следует 
(12.7). 
По теореме Гаусса 



2
0

2 4
q

r
kqE

πεε
==  

rε

24 r
qD
π

=  

ED 0εε=  

Тогда 
R

kqdrr
r
q

r
qkW

R 2
]1[4

42
1 2

2
22 ==== ∫

∞

επ
πε

, что совпадает с (12.7) 

Плотность энергии электрического поля определяется соотношением 
1
2

ED=w                                                                                                           (12.13) 

 
Энергия поля поверхностных зарядов. 
Если заряды располагаются не только по объему, но и на поверхности, то 
энергия в данном случае  

∫ ∫+=
V S

dSdVW ϕσϕρ
2
1

2
1                                                                                   (12.14) 

 
Энергия заряженных проводников. 
Поскольку на проводниках имеются лишь поверхностные заряды, а сами 
проводники являются эквипотенциальными телами, то при наличии системы 
разряженных шаров 

∑∫ ==
i

ii
S

QdSW ϕϕσ
2
1

2
1 ,                                                                                   

 (12.15) 
где ∫=

iS iIi dSQ σ . 

Если учесть выражение для потенциалов ∑ ,
1=

=
n

Qαϕ то (12.15) можно 
j

jiji

записать в виде 

∑=
ji

jiij QQW
,2

1 α                                                                                                (12.16) 

Если выразить заряды через потенциалы, то 

∑=
ji

jiijcW
,2

1 ϕϕ                                                                                             (12.17) 

определяют энергиюФормулы (12.15), (12.16), (12.17)  взаимодействия 
системы заряженных шаров. 
Рассмотрим заряженный конденсатор ергия согласно (12.3) равна: . Его эн

( ) ( ) ( )
,

22

22
21 CUC

=
−ϕϕ                          

2
1

2
1

2
1 2

212211 C
QQQQW ==−=+= ϕϕϕϕ

(12.18) 



 
Энергия диполя во внешнем поле. 

 
Энергия дипо  равна сумме  зарядов диполя, .е. ля  энергий т

)()( rqlrqW ϕϕ −+= . 
Учитывая, чт  |||| rl <<  и разлагая )( lr +ϕ в ряд, получаем о  

...)()()()( −−=−−−=+++≈+ ElrElElElr
dz
dl

dy
dl

dx
dlrlr zzyyxxzyx ϕϕϕϕϕϕϕ   

Тогда энергия диполя во внешнем поле определится соотношением 
EpElqW −=−=                                                                                                (12.19) 

 
§13.Силы в электрическом поле. 

 поле, являются в конечном Все силы, возникающие в электростатическом
йитоге силами, де ствующими на заряд. 

Сила, действующая на точечные заряды: 
ϕgradEqF −==                                                                                               (13.1) 

Если заряд распределен непрерывно с объемной плотностью 
q   

ρ , то сила, 
действующая на непрерывно распределенный заряд 

dVEFd ρ=                                                                                                          (13.2) 
Объемная плотность этой силы равна 

dFf E grad
dV

ρ ρ φ= = = −                                                                                            

(13.3) 
Сила, действующая на диполь: 

 
На каждый из з рядов действует +F  и −F и езультирующая сила равна их 
векторной сумме: 

а р 

...)()(...)())()(( 2 +∇+−=++++≈−+=+= −+ ElrEdEldEl
dx
dlrErrElrEqFFF x

r
, 

dzdy
E

zy

r

тогда 
EpElqF )()( ∇=∇≈

r
                                                                                             (13.4) 

ьку к зарядам диполя 
  

Если поле однородное, то сила равна нулю, поскол
приложены противоположно направленные и равные по модулю силы. 



 
Момент сил, действующи  на диполь.х  
Силы, приложенные к зарядам диполя, состав яют пару сил с ментом л мо

[ ] [ ] [ ] EpEpEqlFlM ×=×=×=×= .                                                                      
(13.5) 
 
Объемная сила, действующая на диэлектрик. 
Э на сумме сил, 

о объема, т.е
то сила, приложенная к объему dV  диэлектрика. Она рав

действующих на элементарные диполи внутри этог . 
∑∑ ∇== iii EpFFd )( , где V∆ означает
∆V

 суммирование по всем элементарным 

объеме . 
с е можно считать, ждый диполь находится в 

о

∆V

диполям в  V∆
В макроскопическом луча что ка
дном и том же поле и EEi ≈ . 

EpFd
V

i∑
∆

∇= )(  

Можно записать VPp
V

i ∆=∑
∆

r
, тогда VEPFd ∆∇= )(

r
. 

Объемная плотность этих сил 

EP
dV

f )( ∇==                                                                                                     

(13.6) 

rrrFd

Если учесть, что вектор EP 0ε=
r

æ, а ErotEEgradEE −=∇
2

)( , и 21 0=Erot , тогда 

объемная плотность сил, действующих на диэлектрик 

                  .7) 
Эта формула показывает, что в диэлектрике на элементарный объем 
действуют силы, щиеся сдвинуть объем в направлении максимальной 
скорости возраста ражают в 
виде утверждения
роста модуля нап

же и поверхностные силы, 
оторые возникают в поверхностном слое диэлектрика. Они действуют 

                                                                               (13

стремя
ния квадрата напряженности поля. Иногда это вы
, что элемент объема диэлектрика увлекается в направлении 
ряженности. 

Наряду с объемными у диэлектриков имеются так
к
наряду с объемными. 
 
Силы, действующие на проводник. 
На заряд Sq ∆=∆ σ , находящийся на элементе поверхности S∆ проводника, 
действуют лишь половина напряженности поля, имеющегося у поверхности 
проводника, т.е. напряженность со стороны всех остальных зарядов, 
поскольку вторая половина S, создается самим зарядом элемента поверхности 
и не может на него действовать (см. §8). 
Напряженность поля у поверхности проводника граничащего с диэлектриком 
определяется формулой 

0εε
σ

=nE .                                                                                                         (13.9) 



Половину 
02

'
εε
σ

=E  дают все остальные заряды, находящиеся на проводнике 

вне S∆ . Тогда 

n
ddS 022 εε

====   (13 ) 

следней формулы следует, что на поверхности проводника сила всегда 
вует в направлении внешней нормали и как бы стремится увеличить 
бъем. Результирующая сила, д

EdqFdf n
2

2 σσ .                                                                    
En

Sпов .10

Из по
дейст
этот о ействующая на проводник в целом, будет 
равна 

SddSnF
SS

rrr
∫∫ ==

0

2

0

2

2
1

2
1

εε
σ

εε
σ ,                                                                                  

(13.11) 
где S – поверхность проводника. 
Выражение (13.11) позволяет сразу же вычислить силу, приходящуюся на 
участок площадью S обкладки плоского конденсатора, заполненного 
диэлектрика: 

SF
21 σ

= ,                                                                                                      (13.12
02 εε

поскольку поле при этом однородно, т.е. 

) 

σ  и ε  в подынтегральном 
выражении (13.11) являются остоянны и. 
 

 п м

§14.Постоянный электрический ток. 
Электрическое п  наличии постоянных токов.оле при  
Закон Ома в дифференциальной форме имеет вид  
j Eγ=
r

                                                                                                        (14.1) 
При наличии ток  проводнике  проводника имеется электрическое 
поле. Плотность к  по сечению проводника различна и распределена 
неравномерно. М ом слое, в
практически раве малой 
площадью поперечного сечения – линейные проводники. Для них считаем, 

а . 

       
а в  внутри
то а
аксимальный ток течет в поверхностн нутри он 
н нулю, но мы рассматриваем проводники с очень 

что плотность тока по сечению одинакова и направлена вдоль элемента 
длины проводник  dl

Sj∆                                                     I                                                         (14.2) 
Таким образом, в общем случае вопрос о напряженности электрического поля 
и плотн  
сложным. Распределение плотности тока по сечению зависит от ряда 
ф  проводника. О напряженности поля 
вблизи поверхности проводника можно высказать более определенные 
суждени  
направлены касательно поверхности. Нормальные к поверхности 
оставляющие этих величин внутри проводника отсутствуют. Из граничного 
словия зак а имеется 

р и
 поля 

=

ости постоянного тока внутри толстых проводников является

акторов и, в частности, от формы

я. Вблизи поверхности как напряженность поля, так и плотность тока

с
у лючаем, что (11.29) вблизи поверхности вне проводник
элект ическое поле, тангенциальная составляющая напряженност  τ  
которого равна тангенциальной составляющей напряженности

E
τE  



внутри проводника (рис. 22). Однако о нормальной составляющей 
напряжен

В

ности электрического поля вне проводника отсюда никаких выводов 
сделать нельзя. 
 
опрос об источниках поля. 

Чем же порождается электрическое поле внутри проводника, что является 
источником этого поля  Так как существование постоянного тока в цепи 

им источником постоянного тока, например 
г е-то отношение к 

п
от батареи на очень большое 

поля, которую могут создать заряды полюсов батареи, на этом расстоянии 
ничтожно мала. Следовательн , батарея не может быть непосредственным 
источником электрического пол
Единственным источником по  поля может быть 
только электрический заряд. ма сводится 
вопросу о том, какими зарядам оводника и гд
эти заряды находятся? 
 
Поле вне проводника.

?
обеспечивается соответствующ
альваническим элементом, то ясно, что он имеет како
порождению электрического поля. Однако непосредственно он не может 
породить это оле. Такое утверждение очевидно в случае очень длинного 
проводника для участков цепи, удаленных 
расстояние, например на сотни километров. Напряженность электрического 

о
я внутри проводника. 
стоянного электрического
Поэтому обсуждаемая пробле к 
и порождается поле внутри пр е 

 
Для ответа на этот вопрос необходимо изучить электрическое поле вн

ника. Оказывается, что вне проводника вблизи его поверхности наряду 

нутри проводника 
, заключаем, что на поверхности проводника должны 

существовать заряды, поверхно

е 
провод
с тангенциальной составляющей напряженности τE  электрического поля 

альная составляющая nE . Однако вимеется также норм
0=E . Следовательноn

стная плотность которых  
E0εσ = .                                                                                                         (14.3) 

проводник находится в вакууме. Если 
его погрузить в диэлектрическую среду, 

n

В формуле (14.3) предполагается, что 

то вместе с 0ε  в формулу (14.3) войдет 
диэлектрическая проницаемость ε  
среды. 
Таким образом, на поверхности 
проводника, по которому течет 
постоянный электрический ток, 
имеются электрические заряды. Они и 
являются источниками электрического 

п д
и обеспечивает наличие постоянного 
тока. Поверхностная плотность заряда 

на различных участках пр м е р з
однородных проводниках  

поля, которое существует в рово нике 

оводника ож т иметь азличные наки. В 
имеются только поверхностные заряды. 



Следовательно, вблизи поверхности проводника, как напряженность поля, так 
и плотность тока направлены касательно поверхности, поэтому вблизи 

ности проводника, вне его, имеется электрическое поле, 
тангенциальная составляющая которого направлена вдоль поверхности 
проводника. 

поверх
τE  

 
Такая же  внутри проводника. 
Существ что на его концах в 
течение длительного времени поддерживается ненулевая разность 
потенциалов. Но сам источник тока не в состоянии обеспечить это поле 

 

 составляющая имеется и вблизи поверхности, и
ование тока в проводнике обеспечивается тем, 

внутри проводника. 

Механизм существования постоянного тока. 
Источник тока называется источником сторонних электродвижущих сил 
(сторонних э.д.с.). По результатам своего действия он представляет собой 

закону Кулона действуют на другие заряды, и т.д. В результате этих 
оллективных взаимодействий в цепи на поверхности проводников возникает 
акое распр ние внутри 

к цепи. В свободном 
нения электромагнитных взаимодействий 

процесс или устройство, отделяющее положительные заряды от 
отрицательных. После разделения заряды перемещаются на электроды и по 

к
т еделение зарядов, которое обеспечивает существова
проводника соответствующего электрического поля. Таким образом, роль 
зарядов на полюсах источника сторонних э. д. с. состоит не в том, чтобы 
создавать во всех проводника непосредственно соответствующее 
электрическое поле, а в том, чтобы обеспечить такое распределение 
поверхностных зарядов на проводниках, которое создает нужное 
электрическое поле внутри них. А это и обеспечивает существование 
постоянного тока. Поскольку взаимодействие между зарядами 
осуществляется посредством электромагнитных сил, процесс образования 
постоянного тока в цепи после ее замыкания характеризуется скоростью 
распространения электромагнитных волн, зависящих от распределения 
емкостей, индуктивностей и других характеристи
пространстве скорость распростра

кравна с орости света. 
Следовательно, при его подключении к проводнику на поверхности 



появляются э ектрические заряды, которые служат источниками 
электрического поля, причем эти заряды находятся на поверхности 
проводника и плотность их определяется  

nE0

л

εσ = .                                                                                                             (14.3) 
 
Изменение потенциала вдоль проводника с током. 
Поскольку в проводнике при наличии постоянного тока 0≠E , потенциал 
изменяется вдоль проводника, т.е. в отличие от электростатики потенциал не 

постоя три 
ника создается неподвижными, постоянными по времени 

ль проводника и 
ь

является нным во всех точках проводника. Однако поле вну
провод
поверхностными зарядами и поэтому так же, как в электростатике, является 
потенциальным. 
Так как в проводнике 0≠E , то потенциал изменяется вдо
разност  потенциалов между двумя точками равна 

∫ )1(

Считаем, что поле постоянно по сечению, тогда El=

=
)2(

) ldE .                                                                                              (14.4) − 2()1( ϕϕ

− )2()1( ϕϕ , где l - длина 
проводника от точки (1) до точки (2). 
Величину U==− 12)2(( )1 ϕϕϕ называют напряжением. 

Напряженность поля 
Sγγγ
IjSjE === , но 

S
IRIR === 12 , где 

S
Il
γ

ElU =

S
lRR
γ

== 12 .                                                                                                        (14.5) 

Формула (14.5) определяет омическое сопротивление участк  проводника или 
просто сопротивление участка проводника. 
Закон Ома для участка однородной цепи имеет вид  

 а

R
UI = .                                                                                                              (14.6) 

Для поддержания постоянного тока в цепи в течение длительного времени 
используются источники постоянного тока. Это аккумуляторы. 
Источник тока характеризуется электродвижущей силой (ЭДС) 

  

q
Aст=ε .                                                                                                              (14.7)  

Если рассмотреть замкнутую цепь  то благодаря наличию ЭДС  в этой цепи 
существует ток и закон Ома для замкнутой цепи имеет вид 

,

rR
I

+
=

ε ,                                                                                  

(14.8) 
где r – внутреннее сопротивление источника тока. 
Мы различаем участок однородной цепи, как участок, не 
содержащий электродвижущей силы и неоднородный 

Линейные 

участок как  участок, содержащий источник тока. 
 

цепи. Правила Кирхгофа. 
л  ужат для составления системы уравненийПрав сл

находятся  тока
и а Кирхгофа , из которой 

 силы  для разветвленной цепи любой сложности. Они 



являются записью закона Ома (14.8) для каждого из замкнутых контуров и 
закона сохранения заряда в каждом узле. Пр д. 
с. В каждом из замкнутых контуров такие же, как для изолированного
контура. Направление положительного обхода для всех контуров выбирается
одинаковым. Закон сохранения заряда в узлах требует, чтобы
токов, входящих в узел, была равна сумме ходящих из него, 
иначе говоря, сумма алгебраических значений сил токов в узле должна быть 
равной нулю. При составлении суммы с аемы
направлением от узла, берутся, наприм
изображаемых стрелками с направлени со п
конечно, брать обратные знаки, это не 
важно лишь для всех узлов применять о
Таким образом, правила Кирхгофа глася

. умма й сил токов на 
е  

контуров равна сумме алгебраических значений сторонних э. д. с. в 

авила знаков для сил тока и э. 
 
 

 сумма сил 
 сил токов, вы

 
илы токов, изображ х стрелками в 
ер, со знаком минус, а силы токов, 
ем к узлу,  знаком люс. Можно, 
изменит соответствующих уравнений, 
дно и то же правило. 
т: 

1. сумма алгебраических значений сил токов в каждом узле, равна нулю: 
          0)( =±∑ I .                                                                                               (14.9) 

k
k

2 с  произведений алгебраических значени
сопротивлени соответствующих участков каждого из замкнутых

каждом замкнутом контуре: 
∑∑ ±=±

ik
kk RI )()( ε                                                                                (14.10) 

Можно показать, что получающаяся при этом с ма уравнений является 
полной и озволяет определить все токи. Эти законы вывел Кирхгоф 4-
1887). 
Правила Кирхгофа служат для сос

i  

исте
п  (182

тавления систем уравнений, из которых 
могут быть найдены силы  для разв
Первое правило яв яетс а – 

Причем токи, входящие в узел со знаком ‘+’, выходящие –‘-’. 
л ия 

  ц
ем на одно уравнение  является 

 тока етвленной цепи любой сложности. 
 Кирхгофа л я следствием закона сохранения заряд

(14.9). 
Второе прави о Кирхгофа является следствием закона сохранен энергии. 
Записав эту систему уравнений для любой разветвленной епи всегда 
получа   больше, чем нужно, т.к. это уравнение

т.е. является линейной комбинацией олинейно зависимым, стальных 
уравнений. 
Пример. 

Дано: Rrr ,,,, 2211 εε  
Найти: III ,, 21  
1) 01 2 =+− III  
2) 111 ε−=+− IRrI  
3) 11 2221 ε −=−− rII εr  
М о  еще одно уравнение 222ожн  составить ε−=+ rIIR , которое 
является линейной комбинацией уравнения (2) и (3).  

ьное оеди

 
При соединении источников в батарею руководствуются следующими 
соотношениями: 

1) осле ватеп до л  с нение 



 

rnR
nI
+
ε ;                                                                                                         (14.7) 

 параллельное ени

=

2) соедин е 

 

n
rR

I
+

=
ε .                                                                                                           (14.8) 

 
 §15.Зак н Джоуля-Ленца Работа и мощность . 

Если между двумя точками с напряжением U перенес и заряд dq , то 

 ра

о . тока
т

совершается бота . Сила тока UdqdA =  
dt
dqI = , а значит и dA Idtdq =  IUdt= . 

            (15.1) 
Ток, проходя о о е чего в 

ке вы е пло Джоуля-Ленца
5.2) 

Работа тока 
IUdtdA = .                                                                                              

по пр в днику, совершает работу (15.1) в результат
проводни д ляется те . 

RdtIdAdQ 2==                                                                                                    (1

RdtIdtUIUdtdQ 2
2

===  
R

Мощность, развиваемая током 

RI
R

UIU
dt
dAP

2

==== .                                                                 (15.3)                        

. Дж. 
. 

закон Джоуля-Ленца к 
чением 

2

В истории законом Джоуля-Ленца называют формулу (15.3), а не формулу 
(15.2). Закон был открыт в 1841 г Джоулем (1818–1889) и в 
последующем подробно исследован Ленцем

Применим 
бесконечному круглому цилиндру се

S∆ . 
 
Учитывая, что сопротивление бесконечно 
малого цилиндра равно 

S
lR

∆
∆

=
γ
1 . 



Из (15.3) можем получить, что 
S
lSjP

∆
∆

∆=∆
γ

2)( . 

Введем объемную плотность тепловой мощности, выделяемой в проводнике: 
 

γ

2j
lS

P
V
PP =

∆∆
∆

=
∆
∆

= .                                                                                              

(15.4

V

) 
ула (15.4) выражает закон Джона–Ленца в дифференциальной форме, 

поск ке. 
Преобразуем (15.4):  

Форм
ольку все величины относятся к одной и той же точ

EjjEEEEEjPV ====== γγ
γ
γ

γ
2

22 )( .                                                                     

(15.5) 
Любое из этих равенств является записью закона Джоуля–Ленца в 
дифференциальной форме. 
Пример.  

Рассмотрим за ю цепь ащую источник тока и 
нагрузку R. Энергия, вырабатываемая источником тока 

мкнуту , содерж

dtIdA ε=  
Эта работа по закону Джоуля–Ленца dQdA = , 

22 rdtRdtIdtI +=ε  
rIRII 22 +=ε  

RIN 2=  

I

0=−− NrIIε  
rIIN 2−= ε  

 

2

Для мощности N существуют два тока 

r
rNI

2
42 −±

=±
εε  

При той же полезной мощности меньшая 
энергия вырабатывается источником тока при 
меньшем токе. При этом и меньшие потери на 
источнике тока: 
КПД %100⋅= η  

rR
R

rIRI
RI

+
=

+
= 22

2

η . 

 
Переходные процессы. 
Рассмотрим переходные процессы, которые могут происходить в цепи при ее 
замыкании и размыкании. 

 



В  момент времени t<0 подключили конденсатор к источнику 
жения  имеется заряд 

В момен замыкаем ключ k, тогда в цепи появляется ток

 некоторый
постоянного напря  и зарядили его, т.е. на конденсаторе

CUq = . 00

 
dt
dqI −= . т  t=0 

Напряжение и IRU =  
C

U =
q , приравнивая правые части, получим 

R
dt
q

C
q )(−=  d

dq dt
q RC
= −  

0

t
txq C e

−
= , где tх-характерное в RCtx = ( ремя установления тока) 

0 0 0 00t x

t
tq q C q q q e

−

= ⇒ = ⇒ =  = ⇒

xx t
t

m
t
t

x

eIe
t
qI

−−

== 0  

Количество теплоты RdtIdQ =  2

2
2 Re x

t
t

mdQ I
−

=  
Интегрируя последнее соотношение, находим 

2 22 2t tt 2t
2 0

0

( ) (1 ) (1 )
2 2

x x xt t tm xI Rt qQ t I R e dt e e
C

− − −

= = − = −∫  

При ∞→t  вся энергия заряженного конденсатора превращается в теплоту, т.е. 

Q
q

W ==
2
0 . 
C2

 
§16.Магнитное поле. Закон взаимодействия токов 

дов описывается законом Кулона. Однако 
закон Кулона недостаточен для анализа взаимодействия движущихся зарядов. 
В опытах Ампера впервые появилось сообщение о том, что движущиеся 

которое поле, приводя к 
взаимодействию их токов. ыло ных 

лений отталкиваются, а одного направления – притягиваются. 
о 

ак же, как и поле постоянного магнита, то это поле тока называли 
м. Поле тока называется магнитным полем. Впоследствии было 

Взаимодействие неподвижных заря

заряды (токи) создают в пространстве не
эт Б установлено, что токи противополож

направ
Поскольку оказалось, что поле тока, действует на магнитную стрелку точн
т
магнитны
установлено, что у этих полей одна и та же природа. 

 
Взаимодействие элементов тока. 
Закон взаимодействия токов был открыт экспереметально задолго до 
создания теории относительности. Он значительно сложнее закона Кулона, 
описывающего взаимодействие неподвижных точечных зарядов. Этим и 
объясняется, что в его исследовании приняли участие многие ученые, а 
существенный вклад внесли Био (1774 - 1862), Савар (1791 - 1841), Ампер 
(1775 - 1836) и Лаплас(1749 - 1827). 



В 1820 г. Х. К. Эрстед (1777 - 1851) открыл действие электрического тока на 
магнитную стрелку. В этом же году Био и Савар сформулировали закон для 
силы dF , с которой элемент тока I dl  действует на магнитный полюс, 
удаленный на расстояние r от элемента тока:  
dF I d≅  l ),()( rfαϕ                                                                                                  
(16.1) 
где α  – угол, характеризу  ющий взаимную ориентацию элемента тока и 
магнитного полюса. Функция )(αϕ  вскоре была найдена экспериментально. 
Функция
f(r) 1                                                                           
(16.2) 
Таким  и Лапласа была найдена формула, 
описывающая  силу действия тока на магнитный полюс. В окончательном 
виде закон Био-Савара-Лапласа был сформулирован в 1826г. В виде формулы 
для силы, ействующей на магнитный полюс, поскольку понятия  
апряженности поля еще не существовало. 
В 1 или 

ита. Это позволило четко поставить задачу 
исследования: свести ействию 

 ком. Тем не менее при исследовании 
в п ень скрупулезные 

 ряд хитроумных устройств. 
 демонстраци сил взаимодействия элементов тока. К 

сожалению, ни в публикациях, ни в его бумагах не осталось описания пути, 
л к открытию.Однако формула Ампера для силы отличается 

 (16.2) наличием в правой части полного циала. Это отличие 
несущественно при вычислении силы взаимодействия замкнутых токов, 

 интеграл от полного дифференциала по замкнутому контуру  равен 
, что в экспериментах измеряется не сила взаимодействия 

элементов тока, а сила ым 
 считать Ампера автором закона магнитного взаимодействия 

. 
 

вует на ся следующей формулой

  f(r) теоретически была выведена Лапласом в виде  
/r                                     2 .≅
  
 образом, усилиями Био, Савара

д
н

820г. Ампер открыл взаимодействие токов – притяжение 
отталкивание параллельных токов. Им была доказана эквивалентность 
соленоида и постоянного магн

все магнитные взаимодействия к взаимод
элементов тока и найти закон, играющий в магнетизме роль, аналогичную 
закону Кулона в электричестве. Ампер по своему образованию и склонностям 
был теоретиком и математи
заимодействия элементов тока он вы олнил оч
экспериментальные работы, сконструировав
Станок Ампера для

каким он прише
от  дифферен

поскольку
нулю. Учитывая

взаимодействия замкнутых токов, можно с полн
основанием
токов. Используемая в настоящее время формула для взаимодействия токов
Используемая в настоящее время формула для взаимодействия элементов
тока была  получена  в 1844г. Грассманом  (1809 - 1877).  
Если ввести 2 элемента тока 11dlJ  и 22dlJ , то сила, с которой элемент тока 11dlJ  
д ст  элемент тока dlJ  будет определять22 : ей

[ ]
3

1211220
12 4 r

rldJldJFd ××
=

π
µ  ,                                                                              

12

(16.2) 
где 7

0 104 −⋅= πµ Н/A 2  



 
Точно также можно записать: 

[ ]
3

21

2122110
21 4 r

rldJldJFd ××
=

π
µ   

 (16.3)  
Легко видеть: 

          

 
Так как векторы 12Fd  и 21Fd  имеют между собой угол не равный 180°, то
очевидно 

 
0≠+ FdFd , т.е. III-ий закон Ньютона для элементо2112

выполн я. Но если вычислить силу, с которой ток 1J , текущий 
в тока не 

яетс по 
й о  контуру замкнутому контуру 1L , действует на ток 2J , текущи  п

L : 
замкнутому

2

[ ]
∫ ∫

1 2

3
12

12 4 L L r
F

π
××

= 1212210 rldldJJµ                                   

(16.4) 
 вычислить 

,                                   

а затем 21F , то 02112

выполняется. 
=+ FF , т.е. для токов Ш-ий закон Ньютона 

 
ние взаимодействия токов с помощью магнитного поля.Описа  

модействие элементов тока В полной аналогии с электростатикой взаи
представляется двумя стадиями: элемент тока 1 1J dl

r
 в месте нахождения 

элемента 2 2J dl  создает магнитное поле, которое действует н  элемент 2 2J dl
r r

 с а
силой 12dF . П т тока оэтому элемен 1 1J dl

r
  создает в  нахождения а точке элемент

тока 2 2J dl
r

 магнитное поле с индукцией 

3
12

12110
12 4 r

rldJBd ×
=

π
µ .                                                                         

(16.5) 
На элемент J dl

r
, находящийс  в точке с магнитной индукцией 2 2 я 12Bd , действует 

сила 
122212 BdldJFd ×=                                                                       

(16.6) 
Соотношение (16.5), которое описывает порождение магнитного поля током, 
называется законом Био-Савара. Проинтегрировав (16.5) получим: 

∫
×

=
r                                                                           

L r 34π
lJdB 0µ                         (16.7) 



где r  - радиус-вектор, проведенный от элемента тока к точке, в которой 
выч ляе

Jdl  
ис тся индукция B .  

Для объемных токов закон Био-Савара имеет вид: 

∫
×

=
V

dV
r

rjB 3
0

4π
µ ,  

Из опыта с дует  что ип 
озиции, т.е. 

                                                                    

(16.8) 
где j – плотность тока. 

ле , для индукции магнитного поля справедлив принц
суперп

∑=
j

jBB                                                                        

9)

 м
янии r от него. 

( .
Пример. 
Дан прямой бесконечный ток J. Вычислим индукцию агнитного поля в точке 
М на рассто

16  

 

3
12

1210 sin rdxJ ⋅αµ
4 r

dB =
π

 = 2
10 sindxJ αµ . 

124 rπ

∫= 2
2

1
0 sin

4
dxJB α

π
µ  = 

1r
∫
+∞

∞− + 2
322

1
0

)(4 rx

rdxJ
π
µ  = 

r
J
π

µ
2

0

 

1 .                                              

(16.10) 
Формула (16.10) определяет индукцию магнитного поля, созданного прямым 
током. 
Направление вектора магнитной индукции B

r
приведено на рисунках. 

 

 
 

Сила Ампера и сила Лоренца. 
Сила, действующая на проводник с током в магнитном поле, называется 
силой Ампера. Фактически эта сила  

AdF Jdl B= ⋅
r r

                                                                              (16
или

.11) 
)€( BldJ
rr

⋅ αsinBlJddFA ⋅= , где =α  
Перейдем к силе, действующей на проводник с током длиной l. Тогда  

= и  AF ∫
l

AdF   ⋅= JlBdFA αsin . 

тавить как qnsJНо ток можно предс υ= , где υ  - средняя скорость, n – 
концентрация частиц, ечного сечения. Тогда   S – площадь попер



αυ sinqnslBFA = , где )€( B⋅= υα .                                                                 
(16.12) 
Так как Vsl = , NnV = . Тогда  Λ== NFBNqF αυ sin , где αυ sinBqF =  - сила A Λ

Лоренца, т.е. сила, действующая на заряд, движущийся в магнитном поле. В 
векторном виде 

[ ]лF q Bυ= ⋅
r rr                                                                                                           

(16.13) 
При 0=α  сила Лоренца равна нулю, т.е. она не действует на заряд, который 
движется вдоль направления B

r
. При °= 90α  BqF υ=Λ , т.е. сила Лоренца 

перпендикулярна скорости: υ
r

⊥ΛF . 
Как известно из механики, если сила перпендикулярна скорости, то частицы 

движутся по окружности радиуса R, т.е. цсmaF =Λ , 
R

aцс
2υ

=  

Из уравнения 
R

mBq
2υυ =  найдем R: 

qB
mR υ

= .  

Время одного оборота (период вращения) отдельной формулой равен  

qB
mRT π

υ
π 22

==                                                                                           (16.14) 

Отметим, что время обращения Т не зависит от R. Это свойство используется 
в ускорителях заряженных частиц - циклотронах, когда при движении частиц  

в магнитном поле в узкой полоске создается электрическое 

в магнитное поле под  углом 

по окружности  
поле, которое сталкивает на окружности большего радиуса при том же 
периоде обращения. В результате скорость частицы сильно возрастает перед 
столкновением ее с мишенью. 
Если частица влетает α  к направлению 
индукции B

r
 со скоростью V, то она движется по винтовой линии, радиус 

которой R и аг 
– h. 

Разложим скорость на две составляющие: 

 ш

αυυ sin=⊥  и αυυ cos|| = . Тогда 
сила Ампера BqBqF ⊥Λ == υαυ sin . По II закону 

Ньютона цсmaF =Λ , где цс   a =
R
⊥υ , т. . 

 
 

2

е

R
mBq

2υ⊥
⊥ =υ    =>   mυ

qB
R ⊥= = m αυ sin

qB
 

 с радиусом R, частица движется при 
 

Начинаю двигаться по окружности
сэтом равномерно  ||υ  вдоль направления B

r
. 

Второй параметр винтовой линии – это ее шаг h – смещение вдоль 

направления  B
r

 за время оборота 
qB

mT π2
= , т.е. 

qB
m

Th ||
||

2 υπ
υ == . 



Если заряженная частица влетает с некоторой скоростью в электрическое и 
магнитное оле, то результирующая сила, дейс вующая на частиц равна  п т  

][ BqEqF ⋅+= υ                                                                                                     
(16.14) 
В зависимости от ориентации векторов B

r
 и E

r
 частица может двигаться по 

разным  траекториям, например, по циклоиде. 
 

Закон полног

В электростатике это было сделано 
исходя из закона Кулона и принципа суперпозиции. Их интегральная 

мой Гаусса, из которой следует уравнение для 

 
§17. о тока 

Также как и в электростатике нам необходимо получить дифференциальную 
формулировку закона магнитного поля. 

формулировка дается теоре
дивергенции E

r
. В случае магнитного поля будем исходить из акона Био-

Савара и принципа суперпозиции для маг
 з

нитного поля как 
э индукции 

ого током текущим по 
бесконечн ими 

окружностями, ось которых лежит на линии тока. 
 замкнутым

кспериментального факта, а также воспользуемся формулой для 
магнитного поля прямого тока. 
Линии индукции магнитного поля, порождаем

о длинному тонкому проводнику, являются концентрическ

Окружим ток некоторым  контуром l и 
вычислим циркуляцию ∫ ldB  (рис. а) 

⊥== BdlldBBdlldB )cos( , 
)cos( ldBdl ⋅= . dl⊥

Учтем также, что 
r
Jµ0B
π

= , и тогда получим:      
2

⊥= dl
r

ldB
π2
0 , Jµ

dl rdα⊥ ≈ . 0 0

2 2
Bdl J Jdrd

r
µ µ αα
π π

≈ ⋅ =
 

∫ ∫= α
π

dldB
2

 = µ J0 J
J0 2 µπ

µ
= .                                                        d

J
0

0

2π
α

µ
=

(17.1) 
Следовательно, циркуляция 

2π ∫

B  по ида 
контура, а определяется силой тока. Если замкнутый контур не 

замкнутому контуру не зависит от в
этого 
охватывает ток (рис. б), то можно показать, что  

0=∫ ldB                                                                                        
(17.2) 
Объединяя (17.1) и (17.2) получим закон полного тока  

⎩
⎨
⎧

=∫ ывает токр не охватесли конту
т токр охватываесли контуJ

ldB
,0

 ,0µ                                                               е

то : 
k . 

(17.3) 
эту формулу можно обобщить на несколько токов в учетом их направления. 
Доста чно в (17.3) силу тока J заменить на сумму по k

∑→
k

JJ ±



Если, например, в контуре оказались 2 тока равные по величине текущие в 
противоположных направ

, 
лениях, то циркуляция вектора В будет равна нулю. 

Формул 17.3) и есть интеграль
магнитное поле порождается токами. 

 дифференциальную формулировку этого закона. Обозначим через S 

а контура L правилом правого 
в

а ( ная формулировка закона, по которому 

Получим
поверхность, охватываемую контуром L. Как обычно положительная нормаль 
к поверхности связана с направлением обход
ина. Сила тока J равна: 
∫= sdjJ . 
s

Тогда ∫ =ldB ∫ sdj0µ . 
S

Стокса: Воспользуемся формулой 
∫ ∫
s

0µ ли =
S

drot sdjsB  и 0)( 0 =−∫ dsjBrot µ . 

Тогда в силу произвольности ds заключаем, что  
jBrot µ=                                         0

(17.4) 
Фо му

                              

р ла (17.4) есть дифференциальная формулировка закона полного тока. 

д

 
Пример. 
Имеется прово ник радиуса R, по которому равномерно распределен ток, 
плотностью j. Определить зависимость индукции магнитного поля B(r), где r 
– расстояние от центра проводника. 

                                      
 
1) Rr < .                                                                          2) Rr > .                           

'2 0 JrB
           

µπ =⋅ . 2RjJ π= , 2' rjJ π= .                              JrB 02 µπ =⋅   

2

2

2

2

'
' R

rJJ
r
R

J
J

=⇒= .                                                      
r
J

B
π
µ0=  .       
2

2

2 20 R
rJrB µπ =⋅ .  

2
0

2 R
Jr

B
π
µ

= . 



 
§18. Уравнение Максвелла для стационарного магнитного поля 

Закон Био-Савара, описывающий закон порождения магнитного поля 
объемными токами имеет вид: 

∫ ×=
V

dV
r
rjB )(

4 3
0

π
µ                                                                       

(18.1) 
Возьмем от обеих частей дивергенцию и эту процедуру можно внести под 
знак интеграла, потому что мы дифференцируем по координатам ( )zyx ,, , а 
интегрирование по  ( zyx ′′′ ,, ). Так как ''' dzdydxdV =  

0
34

rdivB div j dV
r

µ
π

⎛ ⎞= ×
V

⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

rr r
                                                                                (18.2) 

Запишем зависимость величин от координат. 
Индукция В в точке : 

.  
Плотность тока 

 ( )zyx ,,
( )zyxBB ,,=

( ) ( ) ( ) ( ), , x y zj j x y z r i x x i y y i z z′ ′ ′ ′ ′ ′= = − + − +
r r r r rr

− . Так как 
BrotAArotBBAdiv −=× ][ . 

Тогда  

3 3

r rdiv j rotj jrot
r r

⎛ ⎞× = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r rr r r
3

r
r

r
,                                                                                    

(18.3) 
пгде процедура взятия rot роисходит по координатам (x, y, z). Очевидно, что 

0=jrot . 
В электростатике было записано условие потенциальности электрического 
поля 0=Erot . В частности для точечного заряда  

033 ≡⇒=
r
rrotr

r
kqE . 

Следовательно второе слагаемое в (18.3) тоже равно нулю. Тогда получаем, 
что  

0divB =
r

                                                                            (18.4) 
В электростатике было получено уравнение 

0ε
ρ

=Ediv , 

из которого следовало, что электрическое поле порождается зарядами. Для 
магнитного поля из (18.4) следует, что в природе не существует магнитных 
зарядов, аналогичных электрическим, а значит единственным источником 

кнуты и не 
амкнутыми линиями либо уходят 

на бесконечность Таким образом,  
Максвелла я ст цион рног магн ыми 

 вакууме, а именно: 

магнитного поля являются токи. Линии магнитной индукции зам
имеют ни начала, ни конца; они являются з

. мы можем записать систему уравнений
дл а а о итного поля, порождаемого постоянн

токами в
0rotB jµ=
r

                                                                                                          
(18.5) 

r
  



0=Bdiv                                                                                                                   
(18.6) 
Решение этих уравнений позволяет найти B

v
, если известно распределение 

з торного 
и л

й 
п

 заключение отметим следующее. Если (18.6) проинтегрировать по объему, 
а

токов. Однако из- а сложной структуры этих уравнений и век
характера вычисление поля с х помощью по учается громоздким. Для 
упрощения процедуры вычисления магнитного поля вводят векторны
отенциал. 
В
 затем применить теорему Остроградского-Гаусса, то мы получим 

0Bds =∫�                                                                                                              
(18.7)
Соотношение (18.7) это теорема Гаусса для вектора 

 
 

B . 
 

§19. Векторный потенциал 
Из известного тождества 0)( ≡rotAdiv  следует, что решение уравнения  

                                                                                                            

,                                                                                                                

магнитного поля. 
Поле  заданной индукцией

0divB =
r

 
(19.1) 
может быть представлено в виде: 

rr
B rotA=
(19.2) 
где A

v
 - векторный потенциал 
с   B

v
 может быть описано не каким–то одним 

многими векторными потенциалами, 
с

векторным потенциалом, а 
определенными  точностью до градиента некоторой функции. Если 
A A gradχ′ = +
r r

, то вектор  B rotA rotA rotgrad rotA Bχ′ ′= = + = =
r r rr r

. 
Неоднозначность векторного потенциала аналогична неоднозначности 

рии электростатического поля, который 
определялся с точностью до некоторой постоянной. Именно поэтому в 
электростатике  вводилась нормировка потенциала. Здесь также из-за 
неоднозначности в выбор потенциала на него налагают определенное 

скалярного потенциала в тео

е 
условие. 

0=Adiv ,                                                                                           (19.3) 
ый потенциал 

имеет вспомогательное значение и экспериментально точно измерен быть не 
может. 
Воспользуемся уравнением  

которое называют условием калибровки потенциала. Векторн

0rotB jµ=
r r

,  куда подставим (19.2), получим: 
jArotrot
vv

0µ=     =>  gr 0( )ad divA A jµ− ∆ =
r r

                                                       (19.4) 
то получаем 

у вн
Теперь, если воспользоваться условием калибровки (19.3), 

ние ра е
0A jµ∆ = −
r

.       (19.5) 
, что каждая 

дчиняется уравнению Пуассона (скалярный 
потенциал в электростатике также подчинялся уравнению Пуассона). 

векторной форме имеет  вид: 

r
                                                                                   

х  по проекциям, и очевидноЭто уравнение необ одимо расписать
из проекций ,А ,А А поx y z

Решение (19.5) в 



0

4
jA dV
rπ

= ∫ .                                µ
r

                                                 
r

        

(1
Формула (19.6) записана  для объемных токов. Для линейных токов: 

9.6) 

0 0 1
4 4 i

JA dl J dl
r r

iL Li

µ µ
π π

= = ∑                                                                           

(1
где  - контуры ток к ждо  из при 

ировании по конкретному контуру силу тока   вынести за знак 
а

тной конфигурации токов проще сначала с 
помощью (19.5) – (19.7) щью 

вычислить индукцию магнитного поля. Такая процедура проще, чем 

∫ ∫
r rr

,    

9.7) 
i ов. В а м них сила тока iI  различна, но 

интегр
L

 можноiJ
интеграл . 
Таким образом, при извес

вычислить векторный потенциал, а затем с помо
(19.2) 
сразу вычислять B из уравнений (18.5) и (18.6). 

 
§20. Магнитное поле при наличии магнетиков 

иками называются вещества, которые при внесении во внешнее 
о тановятся источниками 

дополнительного поля При  ного 
равна векторной сумме индукций внешнего магнитного поля и 

о магнетиком. Изменение состояния магнетика 
од влиянием внешнего м г итно

 источником магнитного
было установлено Фарадеем в 

1845 г. 
 

М ы намагничивания.

Магнет
магнитное поле изменяются так, чт  сами с

магнитного .  этом полная индукция магнит
поля 
магнитного поля, порождаемог
п а н го поля, в результате чего сам магнетик 
становится  поля, называется намагничиванием 
магнетика. Это явление экспериментально 

еханизм
В зав  механ
диамагнетики амагнетики

исимости от изма намагничивания магнетики подразделяются на 
, пар , ферромагнетики  и ферримагнетики. 

интенсивность намагничивания во всех случаях 
характеризуется одинаково, а именно: под действием магнитного поля все 

n .                                                                                             (20.1) 

туру, S – площадь, 

Количественно 

элементы объема приобретают магнитный момент. Магнитным моментом 
называется величина 

m
r r

 
где J – сила тока по замкнутому кон

p JS=

n -вектор положительной нормали. Это магнитное поле, 
которое порожд

 
Парамагнетики

ает контур с током. 

. 
ы движутся по орбитаВ атомах электрон м, а 

движущиеся электроны би  элементарные
токи. Поэто
магнитными м х 

ориентированы хаотично.  

 на ор о  
му атомы обладают некоторыми 
оментами, которые в парамагнетика

те – эт



Если внешнего поля нет, то магнитные моменты различных молекул 
ориентированы совершенно беспорядочно, благодаря чему суммарная 
индукция поля, создаваемого ими, равна нулю, т.е. физически бесконечно 

е элементы ся ками магнитного поля и тело не 

ии 
и ате го образуется п иму авление 

ечно малые физические 
объемы приобретают магнитный момент,  сумме тов 
молекул, заключенных объе , и танов тся  оля  

тик намагничивается. 
о п

малы тела не являют  источни
намагничено. При внесении такого магнетика во внешнее поле магнитные 
постоянные моменты отдельных молекул переориентируются в направлен
ндукции поля, в результ че ре щественное напр
ориентации магнитных моментов. При этом бескон

равный  магнитных момен
 в ме с я источниками магнитного п

- магне
 При внесении парамагнетика в  внешнее магнитное поле роисходит 

ориентация магнитных моментов по полю, в результате чего вследствие этой 
возникаеториентации  индукция 'B , направленая в ту же сторону, что и 

индукция внешнего магнитного поля. Они складываются и в результате этого 
магнитная индукция становится больше, т.е.  

'0 BBB +=      =>  '
0 BBB +=  

 
Диамагнетики. 
У а омов, образующих диамагнетики тоже есть постоянные магнитные 
моменты, ориентированные хаотично и при внесении во внешнее магнитное 
поле они также стремятся ориентироваться по полю, но существует эффект 
гораздо более сильный. 

т

При внесении во внешнее магнитное поле в молекулах и атомах движение 
электронов изменяется так, что образуется определенным образом 

н у й

приобретают
танов источниками дополнительного поля, т.е. вещество 

н
ты 

э Внешнее 
магнитное поле настолько сильно влияет на движение электронов, что в 
веществе индуцируется магнитное поле 

орие тированный суммарный кр гово  ток, который характеризуется 
магнитным моментом. Можно сказать, что молекулы при внесении в 
магнитное поле  индуцированный магнитный момент. Благодаря 
этому они с ятся 
амагничивается. 
Фактически, внешнее магнитное поле действует в целом на орби
лектронов, которые начинают прэцессировать (детский волчок). 

'B , направленное в сторону  
противоположную направлению B

r
  

'0 BBB +=   =>    '0 BBB −= , а ,  результирующая индукция становится 
меньше. 

 

 значит

Ферромагнетики и ферримагнетики. 
Намагничивание ферромагнетиков и ферримагнетиков связано с тем, что 

 излагаемая ниже теория магнитного поля в 

электроны обладают магнитным моментом, находящимся в определенном 
соотношении с их механическим моментом - спином. Намагничивание такого 
класса магнетиков связано с определенной ориентировкой спинов и поэтому 
называется спиновым. Объяснение спинового магнетизма выходит за рамки 
классической теории электричества и магнетизма и возможно лишь в рамках 
квантовой теории. Вся



присутствии магнетиков относится лишь к диа- и парамагнетикам, если 
только не ся области 

и

оговорено противное. У ферромагнетика имеют
самопроизвольного намагничивания, так называемые домены, магнитные 
моменты которых также ориентированы хаотично. 
Но при внесении во внешнее магнитное поле про сходит ориентация 
областей (доменов) по полю и '0 BBB +=  => '0 BBB +=  причем  | 'B | >>| B |.  
Парамагнетик легко размагнитить после сняти  поля (ударить или нагреть). 
Ферромагнетик размагнитить не просто. 

 

 я

Вектор намагниченности. 
Намагниченность это величина, определяемая отношением магнитного 

 э но с о еммомента лементар го физиче ког  объема к объ у 
1

m mi
V

j p
V ∆

=
∆ ∑

r
                                                                                                        

(20.2) 
mipvгде V∆ - элементарный объем, - магн

 (
итные моменты молекул.  

В дифференциальном виде 20.2) можно записать: 
m mdp j dV=

r
                                                                                                             

(20.3) 
Намагниченность определяется молекулярными токами, т.е. токами, 
циркулир сть 
молекуля

ующими внутри вещества и можно показать, что плотно
рных токов определяется соотношением 

mj rot=
r

m

(20.4) 
При отсутствии магнетиков порождение магнитного поля токами 
проводимости определяется соотношением: 

0rotB j

J                                                                        

µ=
r r

,                                                                                   (20.5)  
Если присутствуют и магнетики, то соотношение (20.5) нужно преобразовать: 

)(0 mjjBrot += µ .                                                                                          (20.6) 
Учтем (20.4). Тогда получим  

0 0( ) ( ),m mrotB j j j rotJµ µ= + = +
r r r

   
0

( )m
Brot J j
µ

− =
r

                                                (20.7) 

Введем новый вектор 

mJ
0µ

B
−= ,                                                                       

(20.8) 
который учитывает влияние вещества на магнитное поле. По смыслу этот 
вектор очень похож на вектор 

H

D  в электростатике, который тоже учитывал 
е поле. В электр

называется вектором электрической индукции. Вектор 
влияние вещества (диэлектрика) на электрическо остатике он 

H  называется 
напряженностью магнитного поля, B  называется вектором магнитной 

лу
ве

авне ие д ого 
поля 

индукции, т.е. по смыс  все наоборот по сравнению с электростатикой. 
Такие названия за этими кторами закрепились исторически. 
У темч  (20.8) и (20.7) и  получим ур н ля напряженности магнитн



rotH j=
r r

.                                                                                           
(20.9) 
В магнетиках закон полного тока формулируется для вектора H ,  который 

 получить из (20.9) 

L

Hdl J=∫
rr

                                                                            

(20.10) 

легко
             

В не очень сильных полях вектор намагниченности линейно зависит от 
вектора напряженности магнитного поля, т.е. 

HJ m χ= ,                                                                                                               
(20.11) 
где χ - магнитная восприимчивость Подставим.  (20.11) в (20.8), получим 

HBH χ
µ

−=
0

 или H)1(0 χµ +=                     

(20.12)

B                                      

 
Обозначим  

χµ += 1                                                                      
(20.13) 

                

Тогда  (20.12) получим:  из
HB 0µµ= ,                                                                                                 

(20.14) 
где 

 

µ - относительная магнитная проницаемость среды.  
mJ  Различные механизмы намагничивания приводят к разным зависимостям  

от H
r

.  
пУ диамагнетиков намагниченность направлена ротив H

r
.  

У диамагнетиков 0<χ и, следовательно, магнитная проницаемость 1<µ . Это 
означает, что порождаемое диамагнетическое поле направлено против 
первоначального, т.е. диамагнетик ослабляет внешнее  поле. Модуль их 
восприимчивости | χ | очень мал и имеет порядок 510 −≈  . Восприимчивость не 
зависит от температуры. Диамагнетизм имеется у сех веществ.  в
У парамагнетиков mJ

v
совпадает по направлению с H

v
. л  них 0>Д я χ , 1>µ . 

Дополнительное поле у парамагнетиков совпадает с первоначальным. 
Следовательно, парамагнетик усиливает поле. Восприимчивость χ  
парамагнетиков зависит от температуры. При комнатной температуре 
парамагнитная восприимчивость веществ в твердом состоянии  имеет порядок 

310 −≈ , т.е. примерно на два порядка больше диамагнетической 
восприимчивости. Поэтому у парамагнитных веществ роль диамагнетической 
восприимчивости относительно мала и ею можно пренебречь. 
У ферромагнетиков mJ

r
 совпадает по направлению с H

v
и является очень 

большой величиной. Для них 1>>χ , 1>>µ , 510  ≈χ . Характерно, что χ  и 
µ зависят от поля и от предыстории намагничивания. Благодаря этому у них 
имеется остаточная намагниченность, т.е. намагниченность образца в целом  



сохраняется и после того, как внешнее поле стало равным нулю. Отметим 
также, что  ( )Tχχ = , т.е. очень сильно зависит от температуры. 
 
Явление магнитного гистерезиса. 
агнетики   прон ний 

сит от внешнего магнитного поля и предшествующей истории, 
с

ромагнетиков было 
исследова т в 

Варбургом (1846 - 1931). 

 

к п е р

о поля остаточное намагничивание весьма существенно и его не так 
по 

М ицаемость которых достигает больших значе
и зави

, магнитная

называют я ферромагнетиками. Они обладают остаточной 
намагниченностью, т.е. их намагниченность может быть отличной от нуля 
при отсутствии внешнего магнитного поля. В этом случае они являются 
постоянными магнитами. Намагничивание фер

но А.Г. Столетовым (1839 -1896) в 1878 г. Гистерезис был откры
1880г. 
Когда парамагнетик вносят во внешнее поле магнитные моменты 
ориентируются по полю. При снятии поля остаточная намагниченность 
незначительна и ее легко снять, например, путем нагревания парамагнетика 
или простого удара (ориентация магнитных моментов исчезает). У 
ферромагнетиков все не та , поскольку ри намагничивании ори нти уются 
целые области самопроизвольного намагничивания. При снятии внешнего 
магнитног
просто убрать. Поместим ферромагнетик в катушку индуктивности, 
которой будем пропускать ток J  и построим график зависимости В(Н). 

 
При увеличении тока в катушке  индукция магнитного поля растет, 
постепенно выходя на более пологую кривую. Достигнув некоторой силы 
тока (точка(1)), начнем эту силу тока уменьшать. И когда сила тока равна 
нулю (Н = 0), то у вещества, как оказывается, имеется остаточное 
намагничивание, определяемое значением Для того, чтобы вещество 
размагнитить, надо ток направить

1B . 
 в другую сторону и при некоторой силе 

тока индукци ого шем 
ении силы тока В будет возрастать (по абсолютному значению). Если 

 уменьшать ток до нуля, то вещество окажется намагниченным 
 ферромагнетик надо опять поменять 
я

Фактически происходит как бы своеобразное 

я магнитн поля станет равной нулю. При дальней
уменьш
атем начинатьз
с индукцией 2B . Чтобы размагнитить
силу тока и увеличивая его мы оп ть придем в точку (1). Затем меняя 
направление силы тока будем двигаться по петле, которая называется петлей 
магнитного гистерезиса. 



отставание изменения индукции от изменения напряженности магнитного 
поля. 
Отметим, что зависимость восприимчивости χ  от температуры: у 
ферромагнетиков определяется закон Кюри 

C
T

χ = ,                                                                     

(20.15) 

мост

где T - абсолютная температура, а  - константа Кюри, зависящая от рода 
вещества. 
Для ферромагнетиков существует так называемая температура Кюри. Это та 
температура kT , при которой ферромагнетик превращается в парамагнетик, 
т.е.  его ферромагнитные свойства исчезают.  
Например, для железа температура Кюри составляет KTk 770= . Для 
ферромагнетиков, которые превратились в парамагнетики зависи ь 
восприимчивости от температуры  подчиняется закону Кюри-Вейса: 

C

k

C
T T−

.                                                       

(20.16) 
 
§21. Движение заряженных

χ =                               

 
Если на частиц я 
ила

 частиц в электрическом и магнитных полях
у, движущуюся в электрическом поле действует электрическа

с  EqFe =  независимо от того покоится частица или движется, то магнитное 
поле действует силой Лоренца только на движущиеся заряженные частицы. 

][ BVqFЛ ×= . 
Если же частица движется в электрическом и магнитном полях, то 
результирующая сила, действующая на частицу: 

[ ]BVqEqF
rrrv

×+= . 
Рассмотрим задачу о нахождении траектории частицы, движущейся в 
электрическом и магнитном полях. Уравнение II закона Ньютона имеет вид:  

[ ]BVqEq
dt
Vdm

rrr
r

+= × . 

В качестве примера рассмотрим случай, когда 0=E . Тогда уравнени
закона

е II 
 Ньютона примет вид: 

dVm q V B
dt

⎡ ⎤= ×⎣ ⎦

r
r r

.                                                             

Рассмотрим следующую задачу:  
Частица массой m  с зарядом q  влетает с начальной скорос

(21.1) 

тью в магнитное 
п

 0vr  
оле с индукцией B

r
. Найти кинематический закон движения частицы и 

е определить вид е траектории. 
Начальные условия следующие: 
( )BB ;0;0
v

 
( )zx VVV 000 ,0,  

αα cossin VVVV ==  0000 yx



В момент 0=t  ( )0;0;00 rr rr
= . 0

 
Спроектируем уравнение (21.1) на оси координат и учтем, что  

kji
rrr

zyx

zyx

BBB
VVVBV

rr
× . 

Тогда мы получим: 

=

1.2
                                                         

( )x y z z y ymV q V B V B qBV= − =&                                                                            (2 )  
( )y z x x z xmV q V B V B qBV= − = −&    

(21.3)  
( ) 0z x y y xmV q V B V B= − =&                                                                               

(21.4)  
Из (4) следует, что  αcos)( 0VconsttVz == , тогда 

CtVdttVtz z +== ∫ αcos)()( 0 . 

Поскольку ( )0 =z 0 , то и    0=c  
αcos)( 0

(21.5) 
tVt = .                                                             z

Продифференцируя (21.2) по t  получим: 

yx V
m
qBV &&&& =  и учтем (21.3). Тогда для xV  получаем дифференци льное уравнение а  

xx V
m
qBV

2

⎟
⎠⎝

Обозначим  

⎞
⎜
⎛−=&&  

q B
w

m
= , учим  

VwV&& . Общее решение этого
                                                       

(21.6) 

  пол

xx  уравнения можно записать в виде:  
wtCwtCtVx cossin)( +=          

02 =+

21

Так как αsin)0( 0VVx = , то αsin02 VC = . Для нахождения продифференцируем  1C  
уравнение (21.6) по времени, получим  

wtwCwtwCtVx sincos)( 21 −=&                                                            
(21.7) 
Поскольку при 0)0(,0 == yVt , то 

0)0()0( == yx bV
m
q

(21.8

V&                                                                

) 
Подставляя (21.8)  в  (21.7), находим, что 01 =C . И тогда  



wtVtVx cossin)( 0 α=                                                 
(21.9) 
Выражая из (21.2)  V  получим y

 wt
qB

wqV
V

qB
mV xy cossin0 α−== &                                                                (21.10) 

Проинтегрировав (21.9) и (21.10), находим ( ) ( ),x t y t  

( ) ( ) 0
0 3x sin cos sin sinVx t V= ∫ t dt V wtdt wt cα α= = + ,  

w∫

( ) ( ) 0
0 4sin sin sin cosy

mV my t V t dt w wtdt V wt c
qB

α α= = − = +∫ ∫ .  
qB

0= , то 0C = , Т.к. ( ) ( )0x y= 0  4 0qB
sinmC V α= − , 3

Таким образом: 

( )

( ) ( )

( )

0

0

0

sin sin

sin cos 1

cos

mVx t wt
qB
mVy t wt
qB

z t V t

α

α

α

⎧ =⎪
⎪
⎪ = −⎨
⎪
⎪ =
⎪
⎩

 

Найденный закон движения представляет собой параметрическое уравнение 
винтовой линии с радиусом 0R

qB
sinmV α

=  и шагом 0h
w

2 cosVπ α
= . При / 2α π=  

винтовая линия вырождается в окружность. При более сложной комбинации 
полей B  и E  можно получать разные траектории движения частицы. 
 

§22. Индукция токов в проводниках, движущихся в магнитном поле. 
Возникновение э.д.с. в проводниках, движущихся в магнитном 

поле. 
Предположим, имеется  магнитное поле  вертикальное B  и изогнутый контур. 
 

Если на контур положить про
а

водник и 
н чать двигать его вправо со скоростью 
υ , то на заряды, находящиеся внутри 
проводника, будет действовать сила 
Лоренца 

лF q V B⎡ ⎤= ×⎣ ⎦ , 
где 191,6 10q К−= − ⋅ л                             

е  

т
 п

(22.1) 
Т.к эл ктрические заряды начинают 
двигаться по проводнику, то можно 
считать, что на них действуе  некоторое 

эффективное электрическое оле 

B
q
FEэф ×== υ                                                         



(22.2) 
а значит между концами проводника возникает  

∫∫ ×==
)2(

)1(

)2(

)1(
' ][ ldBldE эфинд υε .                                           

(22.3) 
Так как угол между υ  и B  90°, а dl  совпадает по направлению с υ  и все эти 
величины постоянны, то эта величина равна υε Blинд = . 
Фактически индε  есть разность потенциалов между точками (1) и (2). Это 
означает, что если бы проводящего контура не было, то при движении 
проводника в магнитном поле в указанной геометрии между концами его 
бразуется  потенциалов, величина которой равна о разность υBl . Но если этот 

у, то мы имеем замкнутую цепь проводник скользит по проводящему контур
(1) (2)AD , где имеется индε , т.е. электродвижущая сила, которая будет вызывать 
ток в цепи. Фактически сопротивление контура в процессе движе
меняет

ния 
ся. Но если в цепь включить достаточно большое сопротивление , эту  R

то в этом случае R const≈  и сила тока будет: 

RR
BlJ инд υε

==  

 
Мы получили  
электрическ сть 

ника  

 источник тока, где сторонней силой, разделяющей
ие заряды, является сила Лоренца. Если учесть, что скоро

провод
dt
dx

=υ , то  

Bldx
инд dt

=                                  ε

(22.4) 
Введем физическую величину – магнитный поток Φ  и определим его как  

cosBs αΦ = .                                  
(22.5) 

 
В дифференциальной форме d BdsΦ =  и окончательно в дифференциальной 
форме  соотношение  получаем

инд dt
ε = −        dΦ                           

т
 к аз

§23. Закон электромагнитной индукции Фарадея 
 1831 г. Фарадей экспериментально открыл явление электромагнитной 

(22.6) 
Следова ельно, при движении проводника в магнитном поле в следствие 
действия на заряды силы Лоренца на онцах проводника возникает р ность 
потенциалов. Этот эффект имеем даже в магнитном поле Земли. Например 
летящий самолет (между концами крыльев возникает разность потенциалов), 
движущийся поезд и др. 
 

В



индукции. Суть явления состояла в том, что если через замкнутый контур 

жущая с л п к

 м

чалась к чувствительному гальванометру и в катушку вдвигался и 

происходило изменение магнитного потока, то в контуре возникала 
электродви и а, риводящая  возникновению замкнутого тока. Этот 
ток был назван индукционным током. Правило, устанавливающее 
направление индукционного тока было сформулировано в 1833г. Э.Х. Ленцем 
(1804 - 1865) и называется правилом Ленца. Оно гласит: индукционный ток 
направлен так, что создаваемый им агнитный поток стремится 
компенсировать изменение магнитного потока, вызывающего данный ток.  
Опыты Фарадея состояли в следующем: катушка индуктивности 
подклю
выдвигался постоянный магнит. 

 
Из опытов следовало, что ||

t
ФJ инд ∆

∆
≈ . Но сила ока зависи  еще и от т т

с  
нного ток ающий этот 

ток, т.е. для 

опротивления контура. Поэтому закон электромагнитной индукции
формулируется не для индукцио а, а для причины, вызыв

индε . В 1845г. Ф.Э. Нейман (1799 - 1895) дал математическое 
определение закона дукции в совр  форме: электромагнитной ин еменной

инд t
ε ∆Φ

= −

е

∆
                                  

(23.1) 
Хотя внешне формулы (22.6) и (23.1) одинаковы, между ними существу т 
принципиальное различие. Возникновение ндиε   (22.6) ано  движением 
проводников в магнитном поле и с действием на заряды силы Лоренца. Тогда 
как в (23.1) на заряды в контуре действует электрическое поле, причем сам 
контур лишь только инструмент или прибор, который может обнаружить это 
изменяющееся электрическое поле, которое возникает в пространстве. 
Следовательно закон Фарадея отражает новое физическое явление, а именно: 
изменяющееся магнитное поле порождает изменяющееся  электрическое 
поле. А это означает, что элект ическое поле порождается не только 
арядами, но и изменяющимся 

в связ с

р
магнитным полем. Закон электромагнитной 

ндукции
з
и  является фундаментальным законом природы. 
 
Дифференциальная формулировка закона 

SdBdФ = , а тогда магнитный поток ∫= SdBФ , а . инд Edlε = ∫
∫

∂ B∫ −= SdldЕ .  

и применим формулу Стокса. Тогда

∂t

К левой част  S
t
BSdErot

s

∂
∂
∂

−=∫ ∫ . После того 

как перенесем все слагаемые в одну сторону получим: 



0( =
∂

+∫ SdBErot  
∂ts

В силу произвольности  Sd  можно заключить, что подынтегральная функция 
равна нулю, а значит 

BrotE
t

= −
∂

                                                                                        

(23.2) 
является дифференциальной формой закона 

э кт магн тной итных полях

∂

Уравнение (23.2) 

ле ро и  индукции. В переменных магн  0B
t

∂
≠

∂
, а значит 

0rotE  и, следовательно, в отличие от ≠ электростатического поля, 
го неподвижными зарядами, переменное электрическое поле не 

тся потенциальным и работа 
порождаемо
являе A  при пере по 

 контуру   : 
мещении заряда q  

замкнутому  не равна нулю
инA qε= 0д q Edl= ≠∫ . 

а порождения 
, то уравнение (18.6)  

Так как закон электромагнитной индукции не затрагивает закон
магнитного поля 0divB =   остается в силе, а значит в 
силе остается и выражение (19.2):  B rotA= .    

ArotE rot
t

∂
= −

∂
,   а значит  Если подставить (19.2) в (23.2), то 

0Arot E
t

⎛ ⎞∂
+ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

(23.3) 

.                                             

да следуе п ляется вектор Отсю т, что в еременных полях потенциальным яв
AE
t

+
∂

, а значит он равен градиенту скалярной функции, т.е.∂ ϕgrad
t

E −=
∂

+ , а 

значит  

A∂

AE grad
t

ϕ∂
= − −

∂
.                                          

(23.4) 

порождаться не
Второе слагаемое в (23.4) означает, что электрическое поле может 

е 

нитного поля изолированного контура с током.

подвижными зарядами, а первое означает, что электрическо
оле может порождаться переменным магнитным полем. п

 
§24. Энергия магнитного поля 

Энергия маг  
ля того чтобы еский ток, 

 в цепи течет 
ка сторонних 

ия изменяется с изменением силы тока. 
Следовательно, источник сторонн в цепь ерги  на
создание магнитного поля в процессе увеличения силы тока. Вычислив 
работу, совершаемую иком сторонних э.д.с. для увеличения силы тока 

Д  в неподвижном контуре создать электрич
ючить в цепь источник сторонних э.д.с. Еслнеобходимо вкл и

постоянный ток, то энергия, поступающая в цепь из источни
э.д.с., расходуется на выделение джоулевой теплоты и на совершение работы 
в потребителе энергии. Индукция магнитного поля, как и его энергия, при 
этом неизменна. Индукц

их э.д.с. передает эн ю  

источн



от нуля до конечного значения, получим энергию магнитного поля, которое 
связано с этим током. 
При изменении потока магнитной индукции, охватываемого контуром, в 
контуре возникает э.д.с.  индукции в соответствии с законом (23.1). У 
золированного контура поток электромагнитной индукции Ф возникает за 
счет магнитного поля, создаваемого током в контуре. При увеличении силы 
тока возрастает поток Ф, охватываемый током, и в контуре по закону Фарадея 
возникает э.д.с. 

и

индукции, которая в данном случае называется э.д.с. 
самоиндукции. По пра ,  ет 
увеличению ока. Для увеличения силы тока необходимо, чтобы 
сторонняя .д.с. ист ник была н д.с. 

.д.с. самоиндукции. За 
промежуток времени  количество электричества 

и, следо амоиндукции ис очни  сторонних 
ечение совершает  работу  

   

е
вращение энергии источника сторонних э.д.с. в энергию 

магнитного поля тока  энергии магнитного 
поля связано с измене           

                                                                                                              

к
ает, что

ю  на н

вилу Ленца, она направлена так что препятству
 силы т
э  оч а аправлена противоположно э.

самоиндукции и равна ей. Таким образом, в процессе роста силы тока 
источник сторонних э.д.с. совершает работу против э

 dt  по контуру проходит
вательно, против э.д.с. с т к

сил в т
IdtdQ =  

 dt  
 IdФIdtdtdФIdtdA инд ==−= )/(ε ,                                                                         
(24.1) 
где для индε  использована формула (23.1) . При соверш нии этой работы 
происходит пре

 в контуре. Поэтому изменение  
нием потока соотношением

dWM = IdФ
(24.2) 
И ля тока  с законом Био-Савара ндукция магнитного по   в соответствии
линейно зависит от силы тока. Поэтому при переменной силе тока, 
протекающего по жесткому неподвижному контуру, картина силовых линий 
остается прежней, а инду ция в каждой точке растет пропорционально силе 
тока. А это означ  поток магнитной индукции Ф сквозь 
фиксированную неподвижну  площадь также пропорцио ле  силе тока, и 
поэтому  
 LIФ =                                                                                                                    
(24.3) 
де L – постоянный коэффициент пропорциональности, г не зависящий от силы 

фициент называется тока и индукции магнитного поля. Этот коэф
индуктивностью  контура. 
Подставляя  обе части (24.3) в (24.2), находим 

)2
1( 2LIdLIdIdWM ==                                                                                           

(24.4) 
Интегрируя обе части (24.4) от 0=I  до некоторого значения I , получаем 
формулу  

2

2
1 LIWM = ,                                                                                                           

(24.5) 
которая определяет энергию магнитного поля, создаваемого током силы I, 
текущим по контуру с индуктивностью L. 



Это и есть формула, определяющая энергию магнитного поля, созданного 
током , текущим по контуру с индуктивностью L .  J
Если есть несколько контуров с током, то происходит взаимовлияние 

ываемых коконтуров друг на друга с помощью так наз эффициентов взаимной 
индукции ijL , i j≠ . величины iiL  определяет ость каждого поля. При 
наличии нескольк    

 индуктивн
их контуров

1

1
2

N

ik i k
i

W L J
=

= ∑ J .                                                                                           

Явление самоиндукции.

(24.6) 
 

 
Рассмотрим явление возникновения индε  в замкнутом контуре при изменении 
силы тока в этом контуре. 

 
При з мыка м случае а) л поч остигает 

 случае (б), где 
вместо я ена катушка индуктивности, при замыкании 
ключа абирает яркость, при размыкании гаснет 
постепенно. Это связано с явлением электромагнитной индукции. 

ьно, при з ток нарастает, значит 

а нии ключа в перво  ( ам ка мгновенно д
максимальной яркости и  далее горит с постоянным накалом. При 
размыкании ключа лампочка мгновенно гаснет. Во втором

сопротивлени  включ
лампочка медленно н а 

Действител амыкании ключа k  0J∆ > ,  
следовательно 0l J∆Φ = ∆ > , 0инд t

ε ∆Φ
= − в цепи имеется  э.д.с.: <

∆
, т.е.  две

индε ε ε+ < , т.е. индε  препятствует нарастанию тока. При размыкании ключа ток 

в контуре начинает уменьшаться 0J∆ < , а значит ∆Φ < 0 , 0инд t
ε ∆Φ

= − > , 
∆

индε ε ε+ > , т.е. индε  поддерживает уменьшающийся ток.  С учетом (24.3) 

t
LSIинд ∆

−=εε                                                                                   (24.7) 

 

J∆
=

Включение и выключение постоянной э.д.с. в цепи с сопротивлением и 
индуктивностью. 
Если в  момент 0=t  в ц
постоянной величины, например

а п
та

ый с учетом (24.7) записывается в виде 

епь (рис. б) включается источник сторонней э.д.с. 
, батарея, то сила тока I в цепи начинает 

расти. Однако за счет роста индукции поля в контуре возникает э.д.с. 
самоиндукции, действующ я ротивоположно сторонней э.д.с.  В результате 
рост силы тока в цепи замедляется. Для каждого момен  времени 
соблюдается закон Ома, котор
уравнения 



dtLdIUIR /00 −= ,                                                                                                  
(24.8) 
где 0R  - полное сопротивление в цепи (включая внутреннее сопротивление 

). Это уравнение необходим вии 
. Говоря о том, что в каждый момент соблюдается закон Ома, мы 

а и та же, т.е. ток 
 

источника о решить при начальном усло

предпо
0)0( =I
лагаем, что сила тока во всех участках цепи одн

квазистационарен. Решение уравнения (24.8) элементарно

)]exp(1[)(
0

0

LR
tI −−=                                                                                             

(24.9) 

Ток на

RtU

R
U

I 0)( =∞растает и установившееся значение силы тока , 

соответствующее , достигается лишь в 
редела пр м и

нус едини

 закону Ома для постоянного тока
смысле п и бесконечно  времен . Учитывая экспоненциальную 
зависимость силы тока от времени, можно как обычно за время нарастания  
силы тока в цепи принять такое значение xt , при котором показатель 
экспоненты обращается в ми цу, т.е.  

R
Ltx =                                                                                                                  

ь шку и у
дит значи

=                                                                                                          

(24.10) 
При большой индуктивности в цепи нарастание силы тока происходит 
медленно. Например, если в цепь включит  большую кату нд ктивности 
и лампу накаливания, то после замыкания цепи прохо тельный 
промежуток времени, в течение которого лампа разгорается до своего 
полного постоянного накала. 
При выключении постоянного источника сторонних э.д.с. например, 
закоротив его, можно наблюдать, что сила тока не падает мгновенно до нуля, 
а уменьшается постепенно. Уравнение для силы тока в этом случае, очевидно, 
имеет вид 

dtLdIIR /−
(24.11) 
 и решается при начальном условии :/)0( 0 RUI =  

)/exp()( 0 LRt
R

U
tI −=                                                                                               

(24.12) 
Время убывания силы т ка дается той же формулой (24.10). При достаточно 
больших индуктивностях после выключения сторонней э.д.с. лампа 
накаливания в цепи гаснет лишь постепенно в течение заметного промежутка 
времени. Электродвижущей силой, которая обеспечивает существование тока 
в цепи в течение этого промежутка времени, является электродвижущая сила 
самоиндукции, а источником энергии – энергия магнитного поля катушки 
индуктивности. 
 

о

Плотность энергии магнитного поля. 



Формула (24.5)  определяет энергию магнитного поля через ток. Найдем 
другую формулу, описываю энергию  поля через его 
характеристики, т.е. через ин и на яже ност

щую магнитного   
дукцию пр н ь. 

2 1
2 2

J= Φ , ноM
LJW =

2M
JW A= dl∫ 

S S

Bds rotAds AdlΦ = = =∫ ∫ ∫ , т.е. . Если перейти в 

ормуэтой ф ле от линейных токов к объемным токам, то 1
2M

V

W AjdV= ∫ . 

Преобразуем подынтегральное выражение. Для этого ас м трим выражение р с о
div A H HrotA ArotH HB Aj⎡ ⎤× = д− = −⎣ ⎦ . Тогда мы най ем Aj HB div A H⎡ ⎤= − ×⎣ ⎦ . После 
подстановки этого выражения найдем, что  

1 1
2 2

W HBdV div A H dV⎡ ⎤= −
V V

(24.13) 
Но  

×⎣ ⎦∫ ∫ .                                                                          

V S

div A A H ds⎡ ⎡ ⎤×⎣ ⎣ ⎦∫ ∫ .  Оценим второе слагаемое в  (24.13). Пусть 

токи находятся в одной области простран

H dV⎤× =⎦

ства, а энергию рассматриваем в 
ш

, по
удаленных областях пространства. Чтобы оценить интеграл при боль их 
значениях r, учтем, что  векторный тенциал пропорционален 1

r
, т.е. 

r
А 1
≈ . 

Напряженность магнитного поля 2

1
r

H ≈ , а 2rds ≈ . Тогда весь интеграл имеет 

порядок 1
r

, а значит при переходе в  интегрированию по всему 

пространству  

 (24.13.) к

 второй интеграл будет равен нулю и тогда энергия магнитного
удет определяться формулой: поля б

∫=
V

M dVBHW
2
1                                                                                                       

(24.14) 
Формула (24.14) предполагает, что магнитное поле «размазано» по 
пространству. Плотность энергии магнитного поля: 

1
2M HB=w                                                                                                             

(24.15) 
В заключение отметим, что формула предполагает, что энергия 
магнитного поля “

 (24.5) 
локализована” в токе, а формула (24.15) – что эта энергия 

заполняет все ро транство. 

е

едь порождает изменяющееся 
 поле и т. д. В результате образуются сцепленные между собой 

ющие электромагнитную волну. 
в, которые ее породили. Способ 

с

п с
  

§25. Ток смещения и система уравн ний Максвелла 
Мы установили, что изменяющееся магнитное поле порождает изменяющееся 
электрическое поле, которое в свою очер
магнитное
электрическое и магнитное поля, составля
Она “отрывается” от зарядов и токо
существования электромагнитной волны делает невозможным ее 
неподвижно ть в пространстве и постоянство напряженности во времени. 



 
Ток смещения. 
Постоянный ток не протекает в цепи с конденсатором, а в случае переменного 

 конденсатор. Для постоянного тока 
к Поэтому 
необходимо заключить что между обкладками конденсатора  
некоторый роце с, к оры  как бы мыкает т тот 

с между обкладками конденсатора был назван током смещения. 
а  

напряжения в цепи ток протекает через
онденсатор – разрыв в цепи, а для переменного этого разрыва нет. 

 ,  происходит
 п с от й  за ок проводимости. Э

процес

0

E σ
εε

=Напряженность поля между обкладками конденсатор .  Из 

 д тора следует, что диэлектрическое смещение 
между обкладками
граничного условия ля век D  

 QD
S

σ= = , а  сила тока в цепи равна QJ
t

∂
=
∂

. Тогда  

t
SJ
∂

=см ,                                                            D∂
r

r
                                          (25.1) 

а значит процессом, амыкающим ток является 
щения во времени. Плотность тока  

 з  проводимости в цепи, 
изменение электрического сме

t
Dj
∂
∂

=
r

r
см .                                                                           ) 

твование тока смещения было постулировано Максвеллом в 1864 г. и 

е м о величины

                              (25.2

Сущес
затем экспериментально подтверждено другими учеными. 
Почему скорость изменения вектора смещения называется плотностью тока? 
Само по себ атематическое равенств  tDS ∂∂ / , характеризующей 

 между обкладками конденсатора, т.е. равенство двух величин, 
сящихся к разным областям пространства и имеющим различную 

физическую природу, не содержит в себе воо -то 
физического закона. Поэтому называть 

процесс
отно

 , бще говоря, какого
tDS ∂∂ / ”током” можно только 

ьно. Для того чтобы придать этому названию физический смысл, 
имо доказать, что

формал
необход   tDS ∂∂ / обладает аиболее характерны  н ми 

ктрических зарядов, 
п доб ости. Главным св проводимости 

е  решающим 
является вопрос о том, п рож

гн поля, то не м ствовать 
электромагнитные олн . 

а к

свойствами тока, хотя и не представляет движения эле
о ного току проводим ойством тока 
является го способность порождать магнитное поле. Поэтому

о дает ли ток смещения магнитное поле так же, 
олее точно, порождает ли как его порождают ток проводимости, или,  б

величина (25.2) такое же магнитное поле, как равная ей объемная плотность 
тока проводимости? Максвелл дал утвердительный ответ на этот вопрос. 
Однако наиболее ярким подтверждением порождения магнитного поля током 
смещения является существование электромагнитных волн. Если бы ток 
смещения не создавал ма итного  огли бы суще

 в ы
 
Уравнение Максвелл  с то ом смещения.
Порождение  магнитного поля токами проводимости описывается уравнением 
rotH j=

r r
                                                                                                                 

(25.3) 
Учитывая порождение поля током смещения, необходимо обобщить это 



уравнение в виде 
смjjHrot
rrr

+=                                                       
(25.4) 
Тогда, принимая во внимание (25.2), окончательно получаем уравнение 

                                                     

DrotH j
t

∂
= +

∂

r
r r

,                                                                                                         

(25.5) 
вляющеея ся одним  уравнений Максвелла. 

 
Система уравнений Максвел

 из

ла. 
щения экспериментальных даПолученная в результате обоб нных, эта система 

имеет вид: 

      I

          II

0                III

              IV

DrotH j
t

BrotE
t

divB

divD ρ

∂
= +

∂
∂

= −
∂

=

=

r
r r

r
r

r

r

,                                                  (25.6) 

внения называются полевыми и справедливы при описании всех 
еских электромагнитных явлений. Учет свойств среды 

                                       

Эти ура
макроскопич
достигается уравнениями  

0 0, ,D E B H j Eε ε µ µ γ= = =

(25.7) 

r r r r rr
,                                         

называемыми обычно материальными уравнениями среды. Среды линейны, 
если , , constε µ γ −  и нелинейны если ( ) ( ) ( ), ,E B Eε ε µ µ γ γ= = = . Материальные 
уравнения, как правило, имеют вид функционалов. 
Рассмотрим физический смысл уравнений. 
Уравнение I  выражает закон, по которому магнитное поле порождается 
токами пр ди ости и смещения, ляю возможными 

м поля. ыражает закон 
магнитное поле 

как н один из возможных и орож ое поле. 
ктрического поля являются электрические заряды 

(уравнение IV). Уравнение III говорит о , то в тных 

ть решения.

ово м  яв щимися двумя 
источниками агнитного Уравнение II в
электромагнитной индукции и указывает на изменяющееся 

а  сточников, п дающих электрическ
Вторым источником эле

 том ч природе нет магни
зарядов. 
 
Полнота и совместность системы. Единственнос  
В случае линейной среды можно исключить из полевых уравнений (25.6) 
величины в результате чего они становятся уравнениями 
относительно  

, ,D H j
r r r

 
 векторов E

r
 и B

r
, т.е. относительно шести неизвестных (у 

каждого вектора по 3 проекции). С другой стороны число скалярных 
уравнений в (25.6) равно восьми. Получается, что система состоит из 8 
уравнений для 6 неизвестных. Однако в действительности система не 
переполнена. Это обусловлено тем, что уравнения I и IV, а также II и III 
имеют одинаковые дифференциальные следствия и поэтому связаны между 



собой. 
Чтобы в этом убедиться возьмем от уравнения II  и производную по 
времени от уравнения III. Получим: 

div  

( )

( )

0

0

divrotE divB
t

divB
t

∂
= − =

∂
∂

=
∂

, 

т.е. получили одинаковые дифференциальные следствия. Аналогично 
возьмем от уравнения I:   div  

( )EdivrotH divj divD
t

∂
= +

∂
.  

С из равнени  0divj
t
ρ∂
+ =

∂

r
 следует, что divj

t
ρ∂

= −
∂

 у я непрерывности . Тогда   

0divD
t t
ρ∂ ∂
− =

r
 или  

∂ ∂
(divD ρ∂

−
r ) ( ) 0divD0

t
=

∂
. Из IV следует, что 

t
ρ∂

− =
∂

r

х дифференциальных связей и делает систему уравнений 
Максвелл  овме а 

 начальных и 

Доказательств инственно ти  в я к 
ему. Если имеется два различных решения, то их разность 

ромагнитного поля и законом 
сох а 

я 

ного поля 
Рассмотрим некоторый замкнутый ъем в к торо ное 

 токи проводимости. Тогда тепло Джоуля-Ленца, выделяемое токами в 
 согласно (15.5), удет авно

 

Наличие дву
а с стной. Более подробный анализ показывает, что систем

является полной, а ее решение однозначно при заданных
граничных условиях. 

о ед с решения общих чертах сводитс
следующ
вследствие линейности системы тоже является решением, но при нулевых 
зарядах и токах и нулевых начальных и граничных условиях. Отсюда, 
пользуясь выражением для энергии элект

ранения энергии заключаем, что разность решений тождественно равн
единственность решенинулю, т.е. решения одинаковы. Тем самым 

уравнений Максвелла доказана. 
 

§26. Закон сохранения энергии электромагнит
об  V о м есть электромагнит

поле и
о

 

бъеме б  р   
∫ =dVPV

V

jEdV∫                                                                

(26.1) 

r

Для упрощения расчетов считаем, то других том 
объеме нет. 

   

ч превращений энергии  в э

Dj rotH
t

= −
∂

, ∂

V V

N E rotHdV EdV
t

= ⋅ −
D
r
r∂

∂

r

 
й

∫ ∫                                                                      

(26.2)
Воспользуемся формуло  

Bdiv E H HrotE ErotH H ErotH
t

∂
⎡ ⎤× = − = − −⎣ ⎦ ∂

r

. 



BErotH H div E H
t

∂
⎡ ⎤⇒ = − − ×⎣ ⎦∂

. 
r

Подставим о соотношение  уравнениеэт в  (26.2). Получим: 

V V V

B DN H dV div E H dV EdV
t t

∂ ∂
⎡ ⎤⎣

Учтем, что

= − − × −⎦∂ ∂∫ ∫ ∫ . 

 ( )1B∂ ∂ ( )1D
2

H HB
t t
=

∂ ∂
и о, чт, т о 

2
E ED= Тогда  

t t∂ ∂
. ∂ ∂

( )1
2

N ED BH dV E H d
t
∂ σ

V σ

⎡ ⎤= − + − ×⎣ ⎦∂ ∫ ∫                                               

(26.3) 
где σ  - поверхность, ограничивающая объем V . 
Величина  

W = dVHBDE∫ + )(
2
1                 

V

rrrr
                             

(26.4) 
является электромагнитной энергией, заключенной в объеме .  V
Введем вектор  
S E H= ×                                                    
(26.5) 
Смысл этого вектора – плотност ость, 

 объем , который называется вектором Пойтинга (Умова-
а). 

 получим уравнение: 

ь потока энергии сквозь поверхн
ограничивающую
Пойтинг

V

С учетом введенного обозначения

N = - σ
σ

rdS
t

W
∫−∂

∂      или    
r

σr
r
dSN

t
W

∫−−=
∂
∂                                                    (26.6) 

Выражение 26.6) , что и
σ

зм омагнитного поля в 

Если 

 (  означает енение энергии электр
объеме может происходить за счет работы токов проводимости в этом объеме 
и потока энергии сквозь поверхность, ограничивающую данный объем. 
Формула (26.6) и есть закон сохранения энергии электромагнитного поля. 

энергия электромагнитного поля не изменяется, т.е. 
t

W
∂
∂ = 0, то (26.6) 

а 

 

принимает вид 
rr
σ

σ

dSN ∫−=                                                                                                          (26.7) 

Следовательно, вся производимая в замкнутом объеме работа совершается з
тромагнитной энергии сквозь поверхность, ограничивающуюсчет потока элек  

этот объем. 
 

§27. Движение электромагнитной энергии 
Движение электромагнитной энергии вдоль линии передач. 
Рассмотрим участок проводника круглого сечения радиуса r  вдоль которого 

постоянный ток с объемной плоттечет ностью j . Согласно закона Ома в 
дифференциальной форме  



γ
jE
r

r
= .                                          

) 
 
и 

 которого совпадает с 
поверхност . 

л у п

(27.1
Поле существует как внутри, так и вне проводника
вблизи его поверхности вследствие непрерывност
тангенциальной составляющей напряженности. 
Вычислим по (26.7) поток энергии сквозь замкнутую 

поверхность цилиндра, боковая поверхность
ью проводника длиной l , а сечение является кругом радиуса r

Так как напряженность магнитного по я оверхности проводника 
направлена по касательной к поверхности в плоскости перпендикулярной к 
оси проводника, то согласно закона полного тока в магнетике  
∫ = JldH

rr
                                                                 

(27.2) 
22H r j rπ π⋅ = да , отку

2
=       jr                                               H

(27.3) 
Вектор Пойтинга, согласно определению по (26.5), будет направлен по 
радиусу к оси проводника и величина его будет равна 

2

2 2
j jr j rS EH
γ γ

= = = .                                                    

(27.4) 
итная энергия втекает в проводник из 

ность. Поток энергии через 
Это означает, что электромагн
окружающего пространства через боковую поверх
основания отсутствует. На участке проводника длиной l  за одну секунду 
втечет энергии: 

2 2

2 j r lSd S rl
σ

πσ π
γ

= ⋅ =∫
r r                                                       

(27.5) 
Когда по проводнику протекает ток, то в нем выделяется тепло Джоуля-Ленца 

( )
2 222 2

2

1 l j r lN J R j r
r

ππ
γ π γ

= = = .                                                           (27.6) 

Если сравнить (27.6) и (27.5), то они равны. Это непосредственно следует из 
равенства (26.7), где слева тепло Джоуля-Ленца, а справа – поток энергии, 
текающий в объем. N Sdв

σ

σ= ∫ , так как  cos180°=-1. Таким образом , 

ередаваемая с  помощью электрического тока энергия движется в 
кружающем пространстве, при этом проводник играет роль направляющей, 
доль которой движется электромагнитная энергия, причем ее плотность в 
аждой точке пространства определяется вектором Умова-Пойтинга. 

вижение электромагнитной энергии вдоль кабеля.

п
о
в
к
 
Д  
абель представляет собой систему, состоящую из центрального проводника, 
атем слоя вещества и внешней цилиндрической проводящей оболочки. 
К
з



Между центральной жилой и внешней оболочкой  находится как правило 
иэлектрик. Поскольку лишь в пространстве между центральной жилой 
 внешней оболочкой и направлен по касательной к окружности, осью 
оторой является центральная жила. Радиальная составляющая 
апряженность электрического поля . Тогда вектор Умова-Пойтинга будет 
аправлен вдоль центральной жилы и не равен нулю в диэлектрике. Таким 
бразом, электромагнитная энергия в кабеле распространяется внутри него и 
лотность энергии в каждой точке определяется также вектором Умова-
ойтинга. Здесь можно также показать справедливость соотношения (26.7). 

§28. Излучение электромагнитных волн 
равнение для векторного потенциала.

 0H ≠  д
и
к
н rE
н
о
п
П
 

У   

удем исходить из уравнения Максвелла DrotH j
t

∂
= +

∂
Б . Домножим обе части 

а 0 'µµ µ=  и учтем, что 0B Hµµ=  и 0 'εε ε= . получим: н

' ' ' ErotB j
t

µ ε µ ∂
= +

∂
. 

чтем, что B rotA=  и EE gradϕ ∂
= − −У . Тогда получим  

t∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−−
∂
∂′′+′=

t
Agrad

t
jArotrot

r
rr

ϕµεµ  

2

2

AgraddivA A j grad
t t
φµ ε µ

⎛ ⎞∂ ∂′ ′ ′− ∆ = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

r
r r r

  

2

2' ' ' ' 'AA j grad divA
t t

ϕε µ µ µ ε∂ ∂⎛ ⎞⇒ ∆ − = − + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
.                                       (28.1) 

Пользуясь неоднозначностью потенциалов, определяемых с точностью до 
калибровочного преобразования, для максимального упрощения наложим на 
них условие: 

' ' 0divA
t
ϕµ ε ∂

+ =
∂

                                     

(28.2) 
и тогда из (28.1) получим уравнение Даламбера: 

j
t
AA

rr
µµε ′−=

∂
∂′′−∆ 2

2

                                                      

(28.3) 
Условие (28.1) называется условием калибровки Лоренца. Получим теперь 
уравнение для скалярного потенциала следующим образом: 

'
divE ρ

ε
=  и учтем, что AE grad

t
ϕ ∂

= − −
∂

. Тогда 
'

Adivgrad div
t

ρϕ
ε

∂
− − =

∂
 

( )
'

divA
t

ρϕ
ε

∂
⇒ −∆ − =

∂
. 

Из (28.2): ' 'divA
t
ϕµ ε ∂

= −
∂

. Тогда получим  
2

2' '
't

ϕ ρϕ µ ε
ε

∂
∆ − = −

∂
                                    



(28.4) 
Уравнение (28.4) тоже уравнения Даламбера. Следовательно, для скалярного 
и векторного потенциалов получили одно и тоже уравнение. 

( ) ( ) ( )2 2, , ,r t r t f r t
V t

∆Φ − = −
∂

                              
21 ∂ Φ

(28.5) 
где 1V

' 'µ ε
=  - скорость электромагнитных волн в среде. Уравнение (28.5)

н
ч

 – 

уравнение гиперболического типа и описывает волновой процесс, т.е. вол ы, 
распространяющиеся в пространстве со скоростью V . В одномерном слу ае 
при 0f =  решение (28.5) можно представить в виде суммы двух функций: 

( ), x xx t t t
V V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Φ = Φ − +Φ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.                            (28.6) 

которое описывает волны, распространяющиеся в двух противоположных 

направлениях. Функция ⎟
⎞

⎜
⎛ −Φ t  представляет собой волну, движущуюс

⎠⎝ V
x я в 

направлении положительных значений оси Ох со скоростью V , а ⎟
⎠
⎞

⎜
⎛ +Φ

xt
⎝ V

 -

о
а
т

 в 

противоположном направлении. 
Рассмотрим решение волнового уравнения в сферически симметричн

ч
м 

случае, т.е. считая, что в (28.5) f=0, а Ф=Ф(r), где r – расстояние от на ла 
координат до рассматриваемой точки. В этом случае Ф от углов не зависи  и 
оператор Лапласа имеет вид 

)(121
2

2

2

2
2

2
2 Φ

∂
∂

=
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Φ∂

∂
∂

=Φ∇ r
rrrrrr

r
rr

.                                                      

(28.7) 
Поэтому волновое уравнение для Ф записывается в виде 

0)(1)(
22

=
Φ∂

−Φ
∂ r

222 ∂∂ tV
r

r
.                                                                                    (28.8) 

Решением этого уравнения для Φr , как и в предыдущем случае, являются 
произвольные функции от аргумента rt

V
−  и rt

V
+ , т.е. общее выражение для 

Ф таково: 

1 2
( , ) V Vr t

r r
Φ = + .                                                                              (2

( ) ( )r rt tΨ − Ψ +
8.9

ункция 

) 

1( )rt
V

Ψ −Ф представляет волну, движущуюся в радиальном 

аправлении от начала координат со скоростью Форма волны при этом не 
зменяется, а амплитуда уменьшается как 1/r. Эта волна называется 
расходящейся. Функция 

н V . 
и

2 ( )rt
V

Ψ +  представляет сходящуюся к началу 

координат волну. 
Потенциалы поля, а следовательно, и сами поля распространяются в 
свободном пространстве со скоростью µε ′′=1V . В вакууме 0µµ = , 0εε = , 



по  этому скорость распространения полей равна скорости света 001 µε=c . 
Таким трического 
и м тью света. А это 
озн траняются со 
корос  на расстоянии 
 друг от друга и один из зарядов в некоторый момент сдвинут со своего 
еста, то другой заряд «почувствует» этот сдвиг лишь спустя время

 образом электромагнитные волны и всякие изменения элек
агнитного поля распространяются в вакууме со скорос
ачает, что электромагнитные взаимодействия распрос

тью света. Например, если два точечных заряда покоятсяс
r
м  c

r=τ . 
 

апаздывающие и опережающие потенциалы.З  
читывая свойства решений волнового уравнения, следует ожидать, что 
ешение уравнений (28.3) и (28.4) для потенциалов переменных полей 
тличается только тем, что надо учесть конечную скорость распространения 
лектромагнитных взаимодействий. Другими словами, движущийся заряд и 
лемент переменного тока создают в каждой точке окружающего 
ространства такой же потенциал, как если бы заряд был неподвижным, а 
ок постоянным, но с тем различием, что такой потенциал в каждой точке 
оздается не в тот момент времени, а позднее на время запаздывания, т.е. 
а время, необходимое электромагнитному полю для распространения от 
сточника до точки наблюдения. Поэтому для зарядов и токов, находящихся 
 конечной области пространства, решение уравнений (28.3) и (28.4) может 
ыть представлено в виде  

У
р
о
э
э
п
т
с
н
и
в
б

( )

'
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', '
4 '

r r
j r t

V
A r t dV

r r
µ
π

⎛ − ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠=
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8.7) (2

( )

'
',

1, '
4 ' '

r r
r t

V
r t dV

r r

ρ
ϕ

πε

⎛ − ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠=
−∫                                        

8.8) 
десь 

(2
З 'r r−  - расстояние между точкой, в которой вычисляется потенциал и 
лементом объема интегрирования. Характерной особенностью (28.7) и 
8.8) является то, что значение потенциалов 

'dV  э
(2 A  и ϕ  в данной точке 
бусловлены зарядами и токами, взятыми в предшествующий момент 
ремени. В этом смысле эти потенциалы называются запаздывающими 
отенциалами ибо они описывают потенциалы в более поздний момент 

ремени по сравнению с моментом

о
в
п

в  t   'r r
t

V
−

− . 

Уравнения (28.3) и (28.4) еще имеют решения, аргументами которых 

вляются я 'r r
t

V
⎛ −
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎞ . Такие потенциалы называются опережающими, но 

явного физического смысла они не имеют. 
Имея конкретное распределение зарядов и токов, можно вычислить A  и ϕ , а 
затем вторым этапом найти B  и E . Примером простейшего излуча ля те



электромагнитных волн Герца. Фактически это 
электрический д нием времени. 
ругим простым излучателем электромагнитных волн является вращающаяся 

рамка с током. 
 

§29. Распространение электромагнитных волн в диэлектрике 
Плоские волны.

является вибратор 
иполь, момент которого изменяется с тече

Д

 
Электромагнитная волна называется пл кой, если вектор волны имеет одну и 
ту же величину во всех точках любой плоскости, перпендикулярной к 
направлени скости эти 
векторы изменяются. Можно сказать, то поверхностями постоянной фазы в 
плоской волне являются плоскости, перпендикулярные направлению 
распространения волны. Волна называ ся монохроматической, если векторы 
волны изменяются со временем п  гармоническому закону с одной 
определенной частотой. Если вдоль оси распространяется волна, то векторы 
поля имеют вид: 

ос

ю распространения волны. Конечно, от плоскости к пло
ч

ет
о

z   

iwt

iwt

ezBtzB
ezEtzE

)(),(
)(),(

=

=                                              

(29.1) 
Если поверхности равной фазы сов  с поверхностями постоянной 
амплитуды, то волна называется однородной. 

 
 
Уравнения для векторов поля волны

падают

. 
Будем теперь исходить не из потенциалов, как это было в предыдущем 
параграфе, а непосредственно из екторов поля. Рассмотрим случай 
однородной неограниченной среды, у  

в
 которой ' constε =  и ' constµ = , причем 

свободные заряды отсутствуют ( 0ρ = )  проводимость средыи  0γ = , т.е. самый 
простой случай. 
Уравнения Максвелла будет иметь вид: 

' ' ErotB
t

µ ε ∂
=

∂
                                  

(29.2) 
BrotE
t

∂
= −

∂
                                           

(29.3) 
Возьмем производную по времени от обеих частей (29.2): 

2

2' 'B Erot
t t

µ ε∂ ∂
=

∂ ∂
, 

а от (29.3) возьмем т.е.  rot , 
BrotrotE rot
t

= −
∂

 ∂

BgraddivE− + E rot
t

∂
∆ = −

∂
 

 учитывая предыдущее уравнение получим и



2

2' ' 0EE
t

ε µ ∂
∆ − =

∂
                                           

9.4) 
налогично можно получить 

(2
А

2

2' ' 0BB
t

ε µ ∂
∆ − =

∂
                                          

9.5) 
ешение этих уравнений будем искать в виде (29.1). Совместим ось с 
аправлением распространения волны. Тогда подставив (29.1) в (29.4), для 
мплитуды

(2
z  Р

н
 )(zE . Получим  уравнение  а

( ) ( )
2

2
2 ' ' 0iwtd E z

w E z e
dz

ε µ
⎛ ⎞

+ =⎟
⎠

 

ли 

⎜
⎝
и

( )
2

2
2 0d E k E z+ =                                            

9.6) 
де ,  

dz
(2

 2 2' 'k wε µ= µε ′′= wk                                 

е 

г
(29.7) 
Общее решение уравнения (29.6) можно записать в вид
( ) 01 02

ikz ikzE z E e E e−= +                                            
9.8) 
де

(2
г  01E  и 02E  - постоянные. Подставим (29.8) в (29.1) получим, что 
( ) ( ) ( )

01 02, i wt kz i wt kzE z t E e E e− += +                                                                           (29.9) 
налогичные выражения можно записать и для B  А

Первое слагаемое в (29.9) описывает волну, движущуюся вправо вдоль оси , 
 второе слагаемое – волну, распространяющуюся в противоположном 
аправлении. Допустим, что волна распространяется в положительном 
аправлении оси Oz. Тогда 

 z
а
н
н

)(
01),( kzwtieEtz −= ,    )(

01),( kzwtieBtzB −=  E                               
9.10) 
акая волна является плоской, монохроматической и однородной. Формулы 
9.10) показывают, что плоские волны в однородном диэлектрике 
аспространяются без изменения амплитуды, т.е. без поглощения. Выражение 

(2
Т
(2
р
( )wt kz−  - это фаза волны. Скорость движения в плоскости постоянной фазы 
азывается фазовой и она находится дифференцированием по времени 
словия постоянства фазы
н

: wt kz const− = , т.е. 0zw k
t
∂

− =
∂

εµc
k
w

dt
dzV ===⇒у ,  

де с - скорость распространения света (электромагнитных волн) в вакууме. 
ормулы для поля записаны так, т.е. при специальном выборе системы 

координат, когда ось совпадает с направлением распростране
этого ог тор 

г
Ф

 z  ния волны. От 
раничения можно освободиться, если ввести волновой век k , 

ы, причем который будет направлен вдоль направления распространения волн
kr kz= . Тогда  

)(
0),( kzwtieEtzE −= ,    )(

0),( kzwtieBtzB −= ,                    



(29.11) 
где r  - радиус- екто  некоторой то
плоскости постоянной фазы. 

 

в р чки на 

Введем величину λ  - длина волны. По 
н  точка 

 

определению это расстояние, а которое
постоянной фазы переместится за один период 
колебания. 

 
2wTVT

k k
πλ = = = ,                                           

(29.12) 
а величина  

2k π
λ

=                                  

(29.13) 
называется волновым числом. 

 
Свойства волн. 
Для исследования свойств плоских волн подставим (29.11) в уравнение
Максвелла и для упрощения записи воспользуемся оператором Гамильтона: 

 

x y zi i i
x y z

∇ = + +
∂ ∂ ∂

. ∂ ∂ ∂

0divE E ikE= ∇ = − = 0=⋅⇒ Ek
rr

                          
(29.14) 
Следовательно, k E⊥ . Из условия 0divB =  0=−=⋅∇=⇒ BkiBBdiv

rrrrr
получаем, что 

k B⊥ . 
Далее подставим (29.11) в уравнение (29.2) и (29.3), получим 

' 'k B wE

k E wB

ε µ⎡ ⎤− × =⎣ ⎦
⎡ ⎤× =⎣ ⎦

                                                  

(29.16) 
Тогда из (29.1) получим 
n E VB× =                                         
(29.17) 
Из полученных соотношений следует, что векторы n , B  и E  взаимно 
перпендикулярны и образуют следующую тройку: 

 



Поскольку у векторов B  и E  одинаковые экспоненты, то гармоничес
плоские

кие 
 электромагнитные волны в однородном диэлектрике изменяются в 

одной фазе.  
 

Плотность потока энергии. 
Она определяется вектором Пойнтинга, модуль которого в случае плоской 
волны равен  
S E H= ×
r r r

                                                                                           (29.18
а w  – плотность энергии электромагнитного поля, т.е.   

) 

( )
2

w ED BH= +                                                  

(29.19) 
Это о начает, что скорость переноса энергии плоской волной в однородном
диэлектрике

1w

з  
 равна фазовой скорости волны. 

одящих ср
 

§30. Распространение электромагнитных волн в пров едах 
Комплексная диэлектрическая проницаемость. 
Рассмотрим случай однородной среды: constµ = , constε = , 0≠const=γ , т.е. 
среда является проводящей. Уравнения Максвелла при этом имеют вид:  

' ' ' ' ' 'E EB E
t t

µ γ µ ε µ γ µ ε∂ ∂
∇× = + = +

∂ ∂
                                       j

r

(30.1) 
BE
t

∂
× = −

∂
                                         

(30.2) 

∇

Если  подставить в эти уравнения формулы (29.11), но вместо k  записать , wk
то мы получим 

' 'wk B w E
iw
γµ ⎞⎡ ⎤− × = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

                                      

(30.3) 

ε⎛ +    

wk E wB⎡ ⎤× =                       ⎣ ⎦            
(30.4) 
где 0w wk k k= , где  - единичный вектор. 

внение для диэлектрика 
 0k

Уравнение (30.3) переходит в соответствующее ура
если 0γ = . Уравнение (30.4) не отличается от такого же уравнения д
диэлектрик   Таким образом, проводящая среда в м тематичес
отношении отличается от диэлектрика лишь тем, что в уравнении для во
вместо диэлектрической проницаемости '

ля 
а. а ком 

лн 
ε  входит комплексная 

диэлектрическая проницаемость 'wε . Это означает, что решения здесь б дут
точно такие же, как и для диэлектрика, только диэлектриче а
проницаемость среды комплексная величина, т.е. 

у  
ск я 

' i' 'w iw w
γ γε −                                  

ка, 

ε ε= + =

(30.5) 
Все последующие вычисления совпадают с вычислениями для диэлектри



но с заменой 'ε  на 'wε . Это приводит к следующему: 
Вместо волнового числа k  появляется величина k , причем  w

2 2 2' ' ' ' 'w wk w w iwε µ ε µ γµ= = − .                                  
(30.6) 
Предста им wk  в виде комплексного числа, а именно  
k k is= −                 

       

в
 w                            

(30.7) 
и подставляя в (30.6) получим: 

2 2 22 ' ' 'k iks s w iwε µ γµ− − = − . 
Приравнивая действительные и мнимые части и найдем: 

⎩
⎨
⎧

=′=
=′′=−

bwks
awsk

µγ
µε

2

222

                                                                                            (30.8) 

Решение этой алгебраической системы уравнений таково: 
22 2

2
21 1 1 1 ,

2 2
a b wk

a w
εµ γ

ε

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  0.9)                                                         (3

22 2 ⎛ ⎞
2

21 1 1 1
2 2
a b ws

a w
εµ γ

ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= + − = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                                                                                        

(30.10) 
 
Глубина проникновения. 
Исследуем амплитуду плоской волны, распространяющейся в направлении 
положительных значений оси Z: 

( ) ( )
0 0

i wt kwz i wt kzszE E e e e− −−= =                               (30.11)
Таким образом, амплитуда волны в процессе распространения уменьш
т.е. в проводящей среде электромагнитная волна распростран

 
ается, 

яется с 

E

затуханием амплитуды. На пути 

s
1=∆                                                                                                              (30.1

амплитуда напряженности поля волны уменьшается в е раз, поэто
2) 

му ∆  
называется глубиной проникновени  плоской волны в проводящую ср

я
я еду. 

лн р  видимого Оценим глубину проникновени  во азличной длины волны. Для
света длина волны равна 

610)75,04,0( −÷=λ  м,                                                                                       (30.13) 
Что соответствует частоте ω  порядка 115105 −⋅ с . Проводимость металлов имеет
порядок 11710 −− ⋅ мОм , а значение может быть принято равным 

 
0ε . Таким 

образом,  
( ) 22 10 1wγ ε ≈ ⋅ >>  .                                                                                         (30.14) 

При длинах волн, больших, чем световая, это неравенство усиливается. 
ю с Поэтому в формуле (30.10) можно пренебречь единицей по сравнени

( )εωγ  и записать выражение для s в виде 
/ 2s wγµ=                                                                                                       (30.15) 

Следовательно, глубина проникновения равна 



1 2 ( )s wγµ∆ = = .                                                                                           (30.16) 
Поскольку длина волны λ  связана с частотой wсоотношением ( )

2w π
λ εµ

= , 

формулу (30.16) можно переписать: 

4
µ
ε

πγ
λ

=  ,                                                                                                  (30.17) 

где 

∆

ε
µ  имеет размерность сопротивления и является характеристическим 

сопротивлением среды. Для вакуума оно равно  

377
0

0 =ε
µ  Ом.                                                                                           (30.18) 

Рассмотрим, например, медь, для которой 117105 −−⋅= мОмγ , 0µµ ≈ , 0εε ≈ . При 
λ =1 м глубина проникновения равна м. Поэтому ни о каком 
проникновении волны в проводящую сущности, не может быть и 
речи, есть просто поглощение в очень поверхностном слое. Даже для 
очень коротких волн это заключение остает ливым. Например, для 
волн порядка световых ( м) глубина проникновения составляет 

м. 
 
Физическая причина поглощения.

6104 −⋅≈∆
среду, в 
малом 

ся справед
810−≈λ

9104 −⋅≈∆

 
Физической причиной такого быстрого затухания электромагнитных волн в 
проводящей среде является преобразование электромагнитной энергии волны 
в джоулеву теплоту: напряженность электрического поля волны возбуждает в 
проводящей среде токи проводимости, которые по закону Джоуля – Ленца  
нагревают вещество среды. 
 
Интерпретация скин-эффекта. 
Теперь можно дать интерпретацию скин-эффекта. 
Энергия, переносимая током, движется в пространстве вокруг проводников в 
виде электромагнитной энергии. Часть ее через поверхность проводника 
проникает внутрь проводника, чтобы поддержать движение электронов, и там 
превращается в кинетическую энергию электронов, и там превращается в 
джоулевую теплоту. Поэтому ток может поддерживаться в тех частях 
проводника, в которые из окружающего пространства поступает 
электромагнитная энергия. Поскольку эта энергия может проникнуть в 
проводник лишь на глубину ∆ , то только в пределах такой глубины около 
поверхности проводника и  существовать ток, т.е. есть толщина скин-
слоя, где объемная плотность тока текущего по проводн у уменьшается в е 
раз. Поэтому практически весь ток сосредоточен в слое лщиной
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© Урбанович 
§ 1. ПОСТОЯННОЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ 

           1-1.  Какой должна была бы  быть масса протона, чтобы сила 
гравитационного притяжения между двумя покоящимися протонами по 
величине совпала бы с силой их электрического отталкивания? Каково 



отношение этой массы к обычной массе протона? 
          1-2. Два точечных подожительных заряда  и   помещены на 
рассто и янии l друг от друга. Где надо поместить третий точечный заряд q3 
каким он должен быть по модулю и знаку, чтобы все три заряда оказались в 
равновесии? 
          1-3. Два одинаковых положительных точечных заряда = =  
находятся на расстоянии 2l друг от друга. Найти на прямой, являющейся ось
симметрии этих зарядов, то  в которой

ю 
чку,  напряженность электрического 

поля и

, 
ть 

 
 

меет максимум. 
          1-4. Тонкий стержень длиной 2l равномерно заряжен с линейной 
плотностью λ.  Определить напряженность электрического поля в точке
лежащей против середины стержня на расстоянии α от него.  Рассмотре
общий случай, а также частные случаи:  α>>2l  и α<<2l. 
          1-5. Электрический диполь представляет собой два заряда +q и –q, 
расположенные на расстоянии l друг от друга. Найти силу, действующую на
заряд , расположенный на одинаковых расстояниях r от этих зарядов. 
          1-6. Заряд q равномерно распределен по шару радиусом α. Найти 
напряженность поля внутри и вне шара и построить график зависимости E(r). 
           

 
 

чке, из 

ца нити на 

1-7. Тонкий прямой стержень длиной l равномерно заряжен с линейной
плотностью  λ. На продолжении оси стержня на расстоянии α от ближайшего
конца находится точечный заряд q. Определить силу взаимодействия стержня
и заряда. 
          1-8. Очень тонкий диск равномерно заряжен с поверхностной 
плотностью σ>0. Найти напряженность поля на оси этого диска в то
которой диск виден под телесным углом  Ω. 
          1-9. Очень длинная нить равномерно заряжена с линейной плотностью 
λ. Определить напряженность поля в точке, лежащей против кон
расстоянии α от нее.  
         1-10. Заряд q>0 равномерно распределен по тонкому кольцу радиуса α. 
Найти напряженность электрического поля E на оси кольца как функцию 
расстояния z от его центра. 
         1-11. Точечный заряд  = 20нКл помещен в центре непроводящей
сферической поверхности радиуса R = 15см, по которой равномерно 
распределен заряд 

 

= 20нКл. Определить напряженность поля в точках А 
В, уда

и 
ленных от центра сферы на расстояние  = 20см и 10см. Чем

будет равна напряженность в точке А, если заряд 
у 

 сместить на расстояние
l = 1мм от центра сферы в направлении, которое составляет с радиусом
векто

  
-

?ром, проведенным в точку А, угол φ=60◦  
        1-12. Два коаксиальных диска радиусов  = 10см и  = 5см 
расположены на расстоян ммии d = 2,4  друг друга.  заряжены 
равно

от Диски
мерно с поверхностной плотностью, равной σ = 20мк Кл/ . 

силу электрического взаимодействия дисков. 
        1-13. На некотором расстоянии друг от друга находятся бесконечн
длинный прямолинейный проводник, несущий в себе заряд с линейной 
плотностью λ, и точечный з

Определить 

о 

аряд –q. В какой из трех областей на линии, 
прохо у, дящей через точечный заряд перпендикулярно линейному проводник



расположены точки, в которых напряженность электрического поля ра
нулю? 
        1-14. Найти напряженность электрического поля E на оси равномерно
заряженного с поверхностной плотностью σ (на каждой стороне) диска, 
радиус которого R. Рассмотреть общий случай, а также частные случаи: r<<
и r>>R. 

вна 

 

R 

        1  
ке, 

-15. Найти напряженность электрического поля прямой нити конечной
длины l, равномерно заряженной с линейной плотностью заряда λ, в точ
находящейся на перпендикуляре на расстоянии d от нити, проведенном на 
расстоянии α от края нити. Принять λ = Кл/м; l = 1м;  α = 0.5м; d = 0.5м. 
       1- инат x 16. Напряженность электрического поля зависит только от коорд
и y по закону ,  где α - постоянная, i

r
 j
r

 
- о

осей x  и y . Найти поток вектора 
 и рты 

E
r

 через сферу радиуса R  с центром в начале
координат. 
       1-

 

ость 17. Шар радиуса R  имеет положительный заряд, объемная плотн

которого зависит только от расстояния r

 
до его центра как ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

R
r10ρρ , где 

0ρ  - постоянная. Полагая, что диэлектрическая проницаемость I=ε  всюду, 
найти: 1) модуль  элект ического поля внутри и шара как 
функцию

напряженности р  вне 
 r  ; 2) максимальное значение модуля напряженности и 

соответствующее ему значение . 
       1-18. Пространство заполнено зарядом с объемной плотностью 

 maxr

( )3
0 exp drρρ = , где 0ρ  и  - положительные постоянные,  d r  - расстояние от 

центра системы. Найти модуль напряженности электрического поля как 
функцию r  . Исследовать полученное выражение при малых и больших r  , 
т.е. при и
       1-19. Система состоит из шара радиусом  , равномерно заряженного по 
поверхности, и окружающей среды, заполненной зарядом с объемной 
плотностью

 13 <<dr   .13 >>dr  
 R

 ra /=ρ , где  - положительная константа;  a r  - расстояние от 
центра шара. Найти заряд шара, при котором модуль ве тора напряженности 
электрического поля вне шара не будет зависеть от

к
 r  . Чему равна эта 

напряженность? Диэлектрическая проницаемость едыср  I=ε  
      1-20. Вектор напряженности электрического поля имеет 
вид: 
 ( ).22

0

zkxjyiE
rrrr

−+=
ε

 

Определить плотность зарядов, создающих это поле. 
      1-21. Два положительных заряда и находятся в точках с радиусами-
векторами

 
и . Найти отрицательный заряд и радиус-вектор точки, в 

которую его надо поместить, чтобы сила, действующая на каждый из трех 
зарядов, была равна нулю. 
      1-22. Точечный заряд находится в. центре тонкого кольца радиусом  , 
по которому равномерно распределен заряд

 1q   2q  
 1r  2r  3r  

 q   R
 q− . Найти модуль вектора 

напряженности на оси кольца в точке, отстоящей от центра кольца на 



расстоя
      1-23. Два ших а, каждый массы  , 
подвешены к одной точке на шелковых  длины  . Расстояние между 
шарик

нии ).( rxx >>  
 одинаково заряженных шарик неболь  m

 нитях  l
ами lx << . Найти скорость утечки зарядов dtdq /

 
с каждого шарика, 

если скорость их сближения меняется по закону xav /= , где a  - постоянна
      1-24. Точечный диполь с электрическим моментом p

я. 
r  находится во 

внешнем однородном электрическом поле, напряженность которого равна oE
r

, 
причем oEp

rr
↑↑ . В этом случае одна из эквипотенциальных поверхностей,

охватывающих диполь, является сферой. Найти ее радиус. 
      1-25. Точечный диполь с электрич

 

еским моментом pr  , ориентированный в 
положительном направлений оси r  , находится в начале координ
проекции напряженности электрического поля zE

ат. Найти 
r

 и iE
r

 на плоскость
перпендикулярную к оси z  точке .S  
       1-26. Система состоит из заряда 0>q  , равномерно распределен
полуокружности радиуса a  , в центре которой находится точечный заряд 

, 

ного по 
q− . 

 системы
напря  сис
Найти электрический дипольный момент этой  и модуль 

женности электрического поля на оси темы на расстоянии ar >>
 
от 

нее. 
       1-27. Тонкое непроводящее кольцо радиуса R  заряжено с линейной 
плотностью ϕλλ cos0=

 
, где 0λ

 
- постоянная  , ϕ  - азимутальный угол. Найти 

модуль напряженности электрического поля в центре и на оси кольца. 
       1-28. Сфера радиуса r  заряжена с поверхностной плотностью ar=δ , где a
- постоянная, 

 
r

 
ки сферы относительно ее центра Найти 

напряженность электрического поля в центре сферы. 
       1-29. Найти напряженность электрического поля в центре шара радиуса
, объемная плотность заряда которого

- радиус-вектор точ . 

 R  
 ra rr

⋅=ρ , где ar  постоянный вектор, rr  - 
радиус-вектор, проведенный из центра шара. 
       1-30. Две длинные параллельные нити равномерно заряжены с линейной 
плотностью λ  = 0,50 мкКл/м. Расстояние между нитями

 
= 45 см. Найти 

максимальное значение модуля напряженности электрического поля в 
плоскости симметрии этой системы, расположенной между нитями.  
       1-31. В однородном электростатическом поле напряженностью

 l

 E , 
 направленной вертикально вниз, равномерно вращается шарик малой с 

положительным зарядом  , подвешенный на нити длиной Угол 
откло

m  
 q  l . 

нения нити от вертикали равен α  . Найти силу натяжения нити и
кинетическую энергию шарика. 
       1-32. Два точечных заряда 01 >q и 

 

02 <q  
 

расположены в воздухе на 
рассто ми янии d  друг от друга. Найти напряженность поля, создаваемого эти
зарядами в точке A , находящейся на расстоянии 1r  от положительног
и 2r  от отрицательного заряда. (Точка 

о заряда 
A  не лежит на прямой, соединяю

заряды 1q  и 2q , 21 rr +<
щей 

α ). 
       1-33. Три точечных заряда q3 , q2−  и q3  расположены в вершинах 
тетраэдра с ребром R  . Определить напряженность электрического пол
четвертой вершине тетраэдра. 

я в 



       1-34. Система состоит из тонкого заряженного проволочного кольца 
радиуса R  и очень длинной равномерно заряженной нити, расположенной по 
оси ко днее льца так, что один из ее концов совпадает с центром кольца. После
имеет заряд q  . На единицу длины нити приходится заряд λ  . Найти силу вза-
имодействия кольца и н
       1-35. Поверхностная плотность заряда на сфере радиуса 

ити. 
R  зависит от 

полярного угла u  как ucos0σσ = , где 0σ  - положительная постоянная. 
Показ  

аров 

м
 внутри данной сферы. 

        1

ать, что такое распределение заряда можно представить как результат
малого сдвига друг относительно друга двух равномерно заряженных ш
радиуса 1R , заряды которых одинаковы по модулю и противоположны по 
знаку. Воспользовавшись этим представление , найти напряженность 
электрического поля

-36. Тонкое полукольцо радиуса R  = 20 см заряжено равномерно 
зарядом q  = 0,7 мКл. Найти модуль напряженности электрического по
центре кривизны этого полукольца. 

ля в 



§2. РАЗНОСТЬ ПОТЕНЦИАЛОВ. ПРОВОДНИКИ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ 
ПОЛЕ 

 
2-1. Определить потенциал точечного электрического диполя, 

электрический момент которого равен lqp
rr

=  в точке, лежащей на оси диполя 
на расстоянии r от его центра со стороны положительного заряда. 

 на 
2-2. Найти потенциал и напряженность поля, создаваемого равномерно 

заряженной нитью конечной длины l2 , если линейная плотность заряда
нити λ  . 

2-3. Тонкий диск радиуса R равномерно заряжен с поверхностной 
плотностью σ  . Найти потенциал и напряженность поля на оси диска. 

о 2-4. Бесконечно длинный круговой цилиндр радиусом R, равномерн
заряжен по объему с плотностью 0>ρ . Найти потенциал ϕ  и напряженность
электрического поля Е в точке*удаленной на расстояние r от оси цилиндра. 
Диэлектриче

 

ская проницаемость цилиндра 1=ε  , потенциал на оси цилиндра 
счита

венно a и b . Найти потенциал в центре 
сфери

расстояние от плоскости. 
-7. Найти потенциал следующих электрический полей: 

а) E

ть равным нулю. 
2-5. Точечный заряд q находится на расстоянии r от центра 

незаряженного проводящего сферического слоя, внутренний и наружный 
радиусы которого равны соответст

ческого слоя. 
2-6. Точечный заряд q находится на расстоянии l от безграничной 

проводящей плоскости. Найти работу, которую совершит электрическая сила, 
действующая на заряд q при его медленном удалении на очень большое 

2
a )( jxiy

rrr
+=  

б) jyxaiaxyE
rrr

)(2 22 −+=  
В) kbyjbzaxiayE

rrrr
+−+= )(2  

Здесь и b - постоянные,  , i
r

j
r

 , zr a  - орты осей x, y, z. 
-8. Потенциал поля внутри заряженного шара зависит только от 

расстояния r до его центра по закону где а и b - некоторые 
постоянные. Найти распределение заряда

2
 bar += 2ϕ , 

объемного  )(rρ  внутри шара. 
-9. Потенциал электрического поля имеет вид 

, где d - постоянная. Найти проекцию напряженности 
 поля в точке М (2, I, -3) на направление вектора

2
)( 2zxyd −=ϕ

электрического  .3kia
rrr

+=  
2-10. Заряд q равномерно распределен по объему шара радцусом R . 

Найти потенциал и напряженность электрического поля внутри и вне шара 
как функцию r расстояния от центра шара. Диэлектрическая проницаемость 
шара авна I. 

-11. Определить потенциал и напряженность поля точечного диполя, 
электрический момент которого

 

р
2

 pr  в точке, находящейся на расстоянии r в 
направлении угла . 

-12. Потенциал поля в некоторой области пространства зависит только 
от координаты x как  , где 

 )( rp rr ∧=υ
2

 bax +−= 3ϕ



a и b -  постоянные. Найти распределение объемного заряда некоторые  )(xρ . 
2-13. Система состоит из двух концентрических проводящих сфер, 

причем на внутренней сфере радиусом R1 находится заряд q1 . Какой заряд q2 
следует поместить на внешнюю радиусом R2 , чтобы потенциал внутренней 
сферы стал равным нулю. Изобразить примерный график зависимости  )(rϕ , 
если q <0. 

-14. Точечный заряд q находится на расстоянии l 
от безграничной проводящей плоскости. Определить поверхностную 
плотность зарядов, индуцированных на плоскости как функцию расстояния r 
от основания перпендикуляра, опущенного из заряда q на плоскость. 

-15. Определить разность потенциалов между двумя металлическими 
шарами радиусом r0 = 5*10-2м каждый, находящимися на расстоянии r = 1м 
друг от друга, если заряд одного шара q1= 1,5 нКл, а другого q2 = -1,5 нКл. 

2-16. Из бесконечности на проводящий шар радиуса R летит поток 
электронов со скоростью v. Какой максимальный заряд может накопиться на 
шаре? 

2-17. Тонкое проводящее кольцо радиусом R , имеющее заряд q , 
расположено параллельно проводящей безграничной плоскости на 
расстоянии l от нее. Н
а) поверхностную плотность заряда, в точке плоскости, расположенной 
симме

женный до потенциала

1
2

2

айти: 

трично относительно кольца; 
б) потенциал электрического поля в центре кольца. 

2-18. Металлический шар радиусом R , заря  1ϕ1  , 

 шара

п

окружают концентрической с ним сферической проводящей оболочкой 
радиусом R  . Найти по2 тенциал  после заземления внешней оболочки. 

2-19. В вершинах правильного шестиугольника со стороной a 
омещаются точечные одинаковые по модулю заряды q. Найти потенциал ϕ  
и напряженность поля Е в центре шестиугольника при условии, что: а) знак 
всех зарядов одинаков; б) знаки соседних зарядов противоположны. 

2-20. N точечных зарядов q

 

п  в  
радиу

1, q2 ,..., qN рас оложены  вакууме в точках с 
сами-векторами 1r

r
 ,..., Nrr . Написать выражения для потенциала ϕ  и 

напряженности поля Е в точке, определяемой радиус-вектором rr  
2-21. Найти потенциал ϕ  и модуль Е напряженности поля в центре 

полусферы радиуса R , заряженной однородно с поверхностной плотностью 
σ  . 

2-22. Напряженность некоторого электрического поля о р
выражением eraE

п еделяется 
rr

r)/(  константа, rer2/3= , где а -  - единичный вектор. Является
ли это поле однородным? Найти потенциал поля )(r

 
ϕ . 

2-23. Два одинаковых небольших одноименно заряженных шарика
подвешены на изолирующих

 
 нитях равной длины к одной точке. При 

заполнении окружающей среды керосином с диэлектрической 
проницаемостью 6 и плотностью $» угол расхождения нитей не изменился. 
Найти

a, под

 плотность материала шариков. 
2-24. Найти силу взаимодействия между проводящей сферой радиусом 
держиваемой при постоянном потенциале 



0ϕ , и точечным зарядом Q, находящимся на расстоянии d от центра сферы. 

 доходит до этой плоскости на расстояние l • Нить 
заряж

2-25. Точечный заряд q находится между двумя проводящими взаимно 
перпендикулярными плоскостями. Расстояние от заряда до каждой 
полуплоскости l . Найти модуль силы, действующей на заряд. 

2-26. Очень длинная нить ориентирована перпендикулярно к 
проводящей плоскости и не

ена равномерно с линейной плоскостью λ  . Пусть точка O - след нити 
на плоскости. Найти 
поверхностную плотность индуцированного заряда на плоскости в точке O и 
в зависимости от расстояния r до точки O . 

2-27. Две проводящие плоскости 1 и 2 расположены на расстоянии l 
друг от друга. Между ними на расстоянии X от плоскости I находится 
точечный заряд  заряды, наведенные на каждой из плоскостей. 

ти модуль 
резул  

н

 q. Найти
2-28. Металлический шарик радиуса R имеет заряд q . Най
ьтирующей силы, которая действует на заряд, расположенный на одной

половине шарика. 
2-29. Какую работу нужно совершить, чтобы повернуть диполь с 

моме том p из положения по полю r E
r

 в положение против поля
2-30. Может ли поле вне разноименно и однородно заряженных 

параллельных плоскостей быть отличным от нуля? 
2-31. Тонкое проволочное кольцо радиуса r = 100 мм имеет 

электрический заряд q = 50 мкКл. Каково будет приращение силы, 
растягивающей про

? 

 заряд q = 

и 
ов 

 к о

волоку, если в центр кольца поместить точечный
7,0 мкКЛ? 

2-32. Имеются два тонких проволочных кольца радиуса R каждое, ос
которых совпадают. Заряды колец равны q и -q . Найти разность потенциал
между центрами колец, отстоящими друг от друга на расстояние l . 

2-33. Найти потенциал на раю тонког  диска радиуса R =  20 см, по 
которому равномерно распределен заряд с поверхностной плотностью σ  = 
0,23 мкКл/м? 

2-34. Определить напряженность электрического поля, потенц
которого зависит от координат x и y по закону

иал 
: 

1) )( 22 yxa −=ϕ ; 

2) axy=ϕ , где a - постоянная. Изобразить примерный вид этих полей с 
помощью линий вектора E

r
 (в плоскости xy ). 

2-35. Найти силу взаимодействия двух молекул воды, отстоящих д
от дру

 руг 

1

 

га на расстояние l = 10 нм, если их электрические моменты 
ориентированы вдоль одной и той же прямой. Момент каждой молекулы р = 
0,62 -290  Кл м. 

 
 
 
 
 
 



§3. ДИЭЛЕКТРИКИ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ. ЭЛЕКТРОЕМКОС Ь
ЭНЕРГИЯ ПОЛЯ 

3-1. Точечный сторонний заряд q находится в центре 

Т . 

шара радиусом a 
из однородного диэлектрика проницаемости ε  . Найти напряженность поля 
как функцию расстояния r от центра шара. 

3-2. Сторонние заряды равномерно распределены с объемной 
плотностью 0>ρ  по шару радиусом a из однородного диэлектрика с 
проницаемостью ε   Найти: 1) модуль вектора . E

r
 как функцию расстояния r

центра шара, изобразить примерные графики )(rE  и )(r
 от 

φ  ; 2) поверхностную и
объемную плотность

 
 связанных зарядов. 

3-3. Найти электроемкость шарового проводника радиусом a, 
окруженного примыкающим к нему слоем однородного диэлектрика с 
наружным радиусом b и проницаемостью ε  Изобразить примерные графики 
зависимостей и )(rE   )(rφ  , если проводник заряжен положительно. 

3-4. Точечный заряд q находится в центре шарового слоя из 
однородног ю & . Внут наружный 
радиу ию, 

чек 

й 
 

  
мосто диэлектрика с проницае ь ренний и 

сы слоя соответственно равны а и b. Найти электрическую энерг
заключенную в данном диэлектрическом слое. 

3-5. Система состоит из двух концентрических металлических оболо
радиу исами R1 и R2 с соответствующими зарядам  q1 и q2 . Найти собственную 
энергию и W1 b W2 каждой оболочки, энергию Wb3 взаимодействия оболочек 
и полную электрическую энергию данной системы, если R1 > R2 . 

З-6. Однородный диэлектрик имеет вид сферического слоя, внутренни
и внешний радиусы которого равны a и b . Найти напряженность поля как
функцию расстояния r от центра системы, если диэлектрику сообщили 
положительный сторонний заряд, распределенный равномерно: 1) по 
внутренней поверхности слоя; 2) по объему слоя. Изобразить примерные 
графики )(rE  и )(rφ  . 

3-7. Плоский конденсатор со стеклянной пластинкой (ε  = 6) толщиной 
d=2*10-2м заряжен до напряжения U = 200В. Найти плотность σ  свободных 
зарядов на обкладках конденсатора и поверхностную плотность σ ′  связанны
зарядов на стекле. 

3-8. Сферический конденсатор с радиусами обкладок a и b (a < b) 
заполн

х 

сть ен изотропным, но неоднородным диэлектриком, проницаемо
которого зависит от расстояния r до центра системы как r/αε = , где α  - const. 
Найти емкость такого конденсатора. 

3-9. Вблизи некоторой точки А границы раздела диэлектрик-вакуум 
напряженность электрического поля в вакууме равна 0E

r
, причем вектор E

r
 

составляет угол 0α  с нормалью 
r  к поn верхности раздела в данной точке. Проницаемость диэлектрика ε  . 
Найти отношение Е/Е0, где Е - величина напряженности поля внутри 
диэлектрика вблизи точки А. 

 
с ны 

3-10. Пространство внутри плоского конденсатора заполнено двумя 
слоями диэлектриков9 расположенными параллельно его обкладкам. Толщина
лоев и диэлектрическая проницаемость материалов, из которых сдела



слои, соответственно равны l1 , l2 , 21,εε  . Конденсатор заряжен до разности 
потенциалов U . Определить напряженности Е1 и Е2 электрического поля в 
зазоре между обкладками и диэлектриками. 

3-11. Как изменяется энергия заряженного плоского воздушного (ε  = 1) 
ора при уменьшении расстояния между его пластинами? 

Рассм

оторую нужно совершить против электрических 
сил, ч  заряженного 

о б адками. 
лектрика равна C. 

ой - 
плотн

еской 

и q > 0 . 

 находятся 
и имеют 
 q /q  

ежду шариками? 
3-17. Точечный заряд находится на расстоянии l от безграничной 

проводящей плоскости. Найти энергию взаимодействия W этого заряда с 
зарядами, индуцированными на плоскости

3-18. Имеется сферическая оболочка заряженная зарядом q . В центре 
ее расположен точечный заряд q0 . Найти работу электрических сил этой 
системы при расширении оболочки -- увеличении ее радиуса от R1 до R2 . 

3-19. Поляризованность

конденсат
отреть два случая: 1) конденсатор отключен от источника напряжения; 

2} конденсатор подключен к источнику напряжения. Найти для этих случаев 
отношение плотностей связанного заряда на поверхности диэлектрика. 

3-12. Найти работу, к
тобы удалить диэлектрическую пластину из плоского

конденсатора. Предполагается, что заряд конденсатора q остается 
неизменным и диэлектрик заполняет все пространств  между о кл
Ёмкость конденсатора без диэ

3-13. Плоский конденсатор частично заполнен диэлектриком. В какой 
из его частей больше напряженность поля. В какой - смещение и в как

ость энергии? 
3-14. Найти энергию электрического поля внутри сферического 

конденсатора, заполненного изотропным диэлектриком с диэлектрич
проницаемостью, изменяющейся по закону 121

21 ))(1()( −−+= rRRrε , где R1 и R2 - 
радиусы внутренней и внешней обкладок. Заряд внутренней обкладк

3-15. Заряд распределен q равномерно по объему шара радиусом R . 
Полагая диэлектрическую проницаемость всюду равной единице, найти 
собственную электрическую энергию тара и отношение энергии W1 , 
локализованной внутри шара, к энергии W2 в окружающем пространстве. 

3-16. Два небольших металлических шарика радиусом R1 и R2
в вакууме на расстоянии, значительно превышающем их размеры, 
некоторый определенный суммарный заряд. При каком отношении 1 2
зарядов на шариках электрическая энергия системы будет минимальной? 
Какова при этом разность потенциалов м

. 
, 

 P
r

 
ю 

некоторой среды оказывается 
пропорциональной выражени 2/ rer

r , где rer  - орт , r - модуль радиус-вектора 
rr  . Чему равна объемная плотность связанных зарядов? 

3-20. Диэлектрическое тело заряжено однородно с объемной 
плотностью 0ρ  = 1,00 мкКл/м3. Какова будет объемная плотность заряда 0ρ  , 
если тело привести в движение со скоростью v = 0,500с, где с - скорость света 
в вакууме. 

3-21. Внутри плоского конденсатора находится параллельная обкладкам 
пластина, толщина которой составляет

 
 η  =0,60 расстояния между 

обкладками. Емкость конденсатора в отсутствие пластины С = 20 нФ. 



Конденсатор сначала подключили к источнику постоянного напряжения U = 
200 В, затем отключили и после этого медленно извлекли пластину из зазора. 
Найти работу, совершенную против электрических сил при извлечении 
пластины, если она: а) металлическая, б) стеклянная. 

3-22. Бесконечная пластина из диэлектрика с проницаемостью ε  
аряжена однородно с объемной плоскостью з ρ  . Толщина пластины равна 2а. 
Вне пластины ε  = 1 . Направим ось X  к пластине; начало 
коорд

перпендикулярно
инат поместим в середине пластины. Найти ϕ  и xE  внутри и вне 

пластины как функцию X (потенциал в середине пластин положить равным
нулю). Построить графики )(x

 
ϕ  и )(xEx  . 

-103-23. Первоначально заряд q = 1,00-I0  Кл распределяется равн
по объему шара радиуса r = 1,00 см. Затем вследствие взаимного 
отталкивания заряды переходят на поверхность шара. Какую работу А 
совершают при этом электрические силы над зарядами (

омерно 

ε  = 1) ? 
3-24. По телу объема V распределен заряд с плотностью )(rρ  . Найти 

выражение для энергии W этого тела, полагая внутри и вне тела 1=ε . 
3-25. Заряд q = 1,00-I0-10 Кл равномерно распределен по поверхности 

шара радиуса R  = 1,00 см. Диэлектрическая проницаемо1 сть окружающей шар 
среды ε  = 1 . Чему равен радиус R2 сферы, в пределах которой заключена 
половина энергии поля, связанного с шаром. 

3-26. К источнику с э.д.с. ξ  = 100 В подключили последовательно два 
воздушных конденсато  = 40 пФ. Затем один из 
конде ю

ра, каждый емкостью С
нсаторов заполнили однородным диэлектриком с проницаемость  ε  = 

3,0. В  о сколько раз уменьшилась напряженность электрического поля в этом
конденсаторе? Какой заряд пройдет через источник? 

3-27. Найти взаимную емкость системы из двух одинаковых 
металлических шариков радиуса a , расстояние между центрами которых b , 
причем b>>a . Система находится в однородном диэлектрике с 
проницаемостью ε  . 

3-28. Конденсатор емкости C1 = 1,0 мкФ, заряженный до напряжения 
110 В, подключили параллельно к концам системы из двух последовательно
соединенных незаряженных конденсаторов, емкости которых С

 
 

1 2

ши 2 совершенную при этом 
элект

 

2 = 2,0 мкФ и
3,0 мкФ. Какой заряд протечет при этом по соединительным проводам? 

3-29. Определить суммарную энергию взаимодействия точечных 
зарядов, расположенных в вершинах квадрата со стороной а в системах: 1) 
q =q =q3=q4=q ; 2) q1=q3=q ; q2=q4=-q ; 3)q1=q2=q ; q3=q4=-q . 

3-30. Точечный заряд находится на расстоянии l от безграничной 
проводящей плоскости. Найти собственную энергию зарядов, 
индуцированных на плоскости. 

3-31. Сферическую оболочку радиуса R1 , равномерно заряженную 
заряд или до радиуса R  . Найти работу * ом q , рас р

рическими силами. 
3.32. Точечный заряд q находится в центре 0 сферического 

незаряженного проводящего слоя с малым отверстием вдоль радиуса. 
Внутренний и внешний радиусы слоя равны a и b . Какую работу надо 



совершить против электрических сил, чтобы медленно перенести заряд q из 
точки 0 на бесконечность? 

3-33. Два конденсатора с разными расстояниями между пластинами 
соединены параллельно и присоединены к источнику напряжения. Из 
конде  и, 

 о
и, равном половине 

рассто

атор имеет диаметр внешней обкладки 
ней обкладки D1 , чтобы при 

заданной разности потенциалов между обкладками напряженность поля на 
внутренней обкладке была минимальной? . 

3-35. Между параллельными пластинами находится равномерно 
распределенный положительный заряд с объемной плотностью

нсатора С1 из точки 1, расположенной посередине между пластинам
переносится точечный положительный заряд в конденсатор С2 в т чку 2, 
находящуюся от отрицательной пластины на расстояни

яния между пластинами конденсатора С1 . Совершается ли при этом 
работе? 

3-34. Цилиндрический конденс
D2 • Каким должен быть диаметр внутрен

 ρ . Обе 
пластины соединенной их потенциал принимают равным нулю. Вычислить и 

еделение потенц  поля между 

3-36. Из заряженного и отключенного от источника напряжения 
конде  

 энергия 

нарисовать распр иала и напряженности
пластинами. 

нсатора удален диэлектрик, ранее заполнявший все пространство между
пластинами. Как надо изменить расстояние между пластинами, чтобы
конденсатора оставалась неизмененной? 



§4. ПОСТОЯННЫЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК. РАБОТА ТОКА. 
ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

 
4-1. Пространство между обкладками сферического конденсатора, 

радиусы которых равны a и b заполнены слабо проводящей однородной 
средой с удельной проводимостью  γ . Определить силу тока (утечки) через 
конденсатор, если разность потенциалов между обкладками U . 

4-2. Два металлических шарика находятся в однородной слабо 
проводящей среде с удельным сопротивлением Rρ  . Найти сопротивление 
среды между шариками при условии, что расстояние между ними d 
значительно больше их размеров а . 

4-3. Проводник с удельным сопротивлением ρ  граничит с 
диэлектриком  которого, проницаемость  ε  . В некоторой точке А из 
поверхности  от 
прово

 ка индукция равна D , причем вектор D направлен
дника и составляет угол 

проводни
r

 
α  с нормалью к поверхности. Найти 

поверхностную плотность зарядов на проводнике и плотность тока в
точки А. 

4-4. В схеме (рис.4.1) известны э.д.с. 0,

близи 

ξξ  источников , сопротивления
и R

 R 
0 , а также емкость С конденсатора. Внутренние сопротивления 

источников пренебрежимо малы. Найти заряд на обкладке I конденсатора. 
4-5. В схеме (рис.4.2) известны э.д.с. 21,ξξ  источников и сопроти

R
вления 

 
 малы. 

Опред

V , R1 и R2 где Rv - сопротивление вольтметра. Внутреннее сопротивление
источников и сопротивление соединительных проводов пренебрежимо

елить показали вольтметра. 

 
 
4-6. По какому закону будет изменяться заряд на конденсаторе 

емкостью С и ток в контуре при замыкании конденсатора на сопротив
? Начальный заряд на конденсаторе q

ление R 

ка с э. с
0.

4-7. Источник то д.  0ξ  и внутренним сопротивлением r питает 
внешн

ощность, выде  
п  

ее 
сопротив  

юю цепь, сопротивление которой R . При каком соотношении 
внутреннего и внешнего сопротивлений м ляющаяся во
внешней цепи, максимальна? Каково при этом значение к. .д. источника
тока? 

4-8. В двух цепях, содержащих каждая источник тока и внешн
ление, максимальные силы тока одинаковы, а максимальная



мощность во внешней цепи в одном случае в два раза больше, чем во втором. 
Какими параметрами отличаются эти цепи? 

4-9. Длинный проводник круглого сечения щадью S  из 
матер

пло сделан
яния r иала, удельное сопротивление которого зависит только от рассто

до оси проводника как 2/ rαρ =  где α - const По проводнику течет ток J . 
Найти: 1) напряженность E

r
 поля в проводнике; 2) сопротивление единицы 

длины проводника. 
4-10. Цепь состоит источника постоянной э.д.с. ξ  и последовательн

подкл
о 

юченных к нему сопротивления R и конденсатора С. Внутреннее 
сопротивление источника пренебрежительно мало. В момент t = 0 емкость 
конденсатора быстро (скачком) уменьшили в η  раз. Найти ток в цепи как 
функцию времени. 

4-11. Конденсатору емкостью С сообщили заряд q0 и затем в мом
 замкнули на сопротивление R . Найти зависимость от времени t 

количества теплоты, выделившейся на сопротивление. 
4-12. Два гальванических элемента, имеющих э.д.с. 1

ент t = 
О его

ξ  = 1,5 В и 2ξ  = 1,6 
В и вн

4-13. Электрический чайник имеет две обмотки. При включении одной 
из них чайник вскипает за 10 мин., при включений другой - через 15 мин. 
Через какое время чайник вскипит, если обмотки включить вместе: а) 
последовательно, б) параллельно? 

4-14. Источник тока замыкается внешней цепью: один раз - с 
сопротивлением R1 , другой paз – R2 . При  величине внутреннего 
сопротивления источника тока количество теплоты, выделяющейся во 
внешней цепи, будет одинаковым в обоих ? 

4-15. Зазор между обкладками плоского конденсатора выполнен 
последовательно двумя диэлектрическими слоями 1 и 2 толщиной l1 и l2 с 
проницаемостями

утренние сопротивления r1 = 0.6 Ом, r2 = 0,4 Ом, соединены 
разноименными полюсами. Пренебрегая сопротивлением соединенных 
проводов, определить разность потенциалов на зажимах элементов. 

 какой
 

 случаях

 
 1ξ  и 2ξ  И удельными сопротивлениями r1 и r2 • Конденсатор 

находится под постоянным напряжением U , причем электрическое поле 
направлено от слоя 1 к слою 2. Найти поверхностную плотность сторонних 
зарядов на границе раздела диэлектрических слоев. 

4-16. Воздушный цилиндрический конденсатор, подлюченный к 
источнику напряжения U = 200 В, погружают в вертикальном положении в 
сосуд с дистиллированной водой со скоростью v = 6,0 мм/с. Зазор между 
обкладками конденсатора d = 2,0 мм, средний радиус обкладок 50 мм. Имея в 
виду, что d << r , найти ток, текущий по проводящим проводам. 

4-17. Найти ток через сопротивлени в схеме (рис.4.3). Внутренние 
сопротивления источников пренебрежимо . 

е R 
 малы



 
4-18. Найти разность потенциалов ba ϕϕ −  между обкладками 

конденсатора С схемы (рис. 4.4) если 1ξ  = 4,0 В, 2ξ  = 1,0 В, R1 = 10 Ом, R2 = 
20 Ом, R3 = 30 Ом. Внутренние сопротивления источников пренебрежимо 
малы. 

4-19. Дана бесконечная цепь (рис. 4.5), образованная 

 
повторением одного и того же звена - сопротивлений R1 = 4,0 Ом, R2 = 3,
Найти сопротивление между точками А и В. 

4-20. В схеме (рис. 4.6) 1

0 Ом. 

ξ  = 1,5 В, 2ξ  = 2,0 В, R1 = 10 Ом, R2 = 20 Ом, R
= 30 Ом. Внутренние сопротивления источников пренебрежимо малы. Найти

3 
: 

а) ток через сопротивление R1 ; б) разность потенциалов ba ϕϕ −  между 
точками А и В. 

4-21. Амперметр и вольтметр подключили последовательно к батаре
э.д.с. 

е с 
ξ  = 6, Если параллельно к вольтметру подключить некоторое 

сопротивление
0 В. 

, то показание вольтметра уменьшится в η  = 2,0 раза, а 
показания амперметра во столько же раз увеличиваются. Найти показание 
вольтметра после подключения сопротивления. 

4-22. Как соединить большее число элементов, каждый из которых 
обладает е.д.с. ξ  и внутренним сопротивлением r , таким образом, чтобы
внешней цепи, сопротивление которой R , получить максимальн

 во 
о возможную 

мощность? 
4-23. Доказать, что при разряде через сопротивление конденсатора, 

обладающего емкостью С, предварительно заряженного до разности 
потенциалов U0 ,количество теплоты, выделяющееся в проводнике, равно 



начальной энергии конденсатора. 
4-24. Доказать, что при заряде конденсатора через сопротивление R от 

источника с э.д.с. ξ  половина энергии, расходуемой источником, идет на 
сообщение энергии конденсатору и половина - на нагревание сопротивления. 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 



§5. МАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ. 
 

5-1. Определить индукцию магнитного поля, создаваемого конечным 
прямолинейным участком проводника длиной  , по  которому течет ток 
силой  , в точке на расстоянии  от проводника. 

-2. Определит5 ь индукцию магнитного поля на оси кругового тока 
силой  и радиусом R. 

5-3. По кольцу радиусом  из очень тонкой проволоки течет ток силой 
. Прочность проволоки на разрыв равна . Кольцо помещено в магнитное 

поле, вектор индукции которого  перпендикулярен плоскости кольца так, 
что действующие силы стремятся разорвать кольцо. Определить индукцию, 
при которой кольцо разорвется. Принять, что  = 1,5 Н;  = 0,15 м;  = 10 А. 

5-4. Рядом с длинным проводом, по которому идет ток силой , 
расположена квадратная рамка со стороной  , обтекаемая током силой . 
Рамка лежит в одной плоскости с проводом так, что ее сторона, ближайш
прово

ая к 
ду, находится от него на расстоянии . Определить магнитную силу, 

действующую на рамку, а также работу этой сила при удалении рамки из 
магнитного поля. Считать, что при движении рамки тока  и  
поддерживаются постоянными. 

5-5. Ток  течет по тонкому проводнику, изогнутому, как показано на
рис 5.1. Найти магнитную индукцию В в точке 0. Необходимые данные 
указаны на рисунке. 

 

                                                                                       
                        рис. 5.1                                                                          рис.   

5.2  
 

5-6. Тонкий провод с изоляцией образует плоскую спираль из большого 
числа N плотно расположенных витков, п которым течет постоянный токо  . 
Радиусы внутреннего и внешнего витков равны a и b (рис. 5.2). Найти 
магнитную индукцию В в центре спирали точке 0 и магнитный момент 
спирали при данном токе. 

5-7. Ток 3 течет по длинному прямому проводнику, имеющему форму 
желоба с поперечным сечением в виде тонкого' полукольца радиусом R 
(рис.5.3). Найти магнитную индукцию В на оси 0. 

      

 - 

                  
                 рис. 5.3      рис. 5.4 
5-8. По контуру, изображенному на ис. 5.4, идет ток силой 10,0 А. 

Определить магнитную индукцию в точке , если радиус дуги R = 0,10 м, 
р
 0  = 

60°. 
5-9. По двум длинным параллельным проводам текут в 



противоположных направлениях токи силой  =  =  = 10,0 А. Расстояние 
между проводами а = 0,30 м. Определить  индукцию в точке А, 
удале расстояния

магнитную
нной от первого и второго проводов соответственно на   = 

0,15 м, = 0,20 м. 
5-10. Коаксиальный кабель представляет собой длинную 

металлическую трубку радиуса R = 10 мм, вдоль оси которой расположен 
тонкий провод. Силы токов в трубке и проводе равны, направления 
противоположны. Определить магнитную индукцию в точках, удаленных 
соответственно на расстояния = 5,0 мм и  = 15 мм от оси кабеля, если 
сила тока 0,50 А. 

6-11. Постоянный ток с плотностью j течет по бесконечно длинному 
проводу круглого сечения с радиусом . Найти величину индукции 
магнитного поля снаружи и внутри провода. 

5-12. Найт  индукцию ксиальном кабеле, 
котор

и  магнитного поля в коа
ый используется для передачи постоянного тока. Ток течет по 

центральной жиле радиусом  и возвращается по оболочке, внутренний и 
внешний радиусы которой равны и . Пространство между жилой и 
оболочкой заполнено диэлектриком. 

5-13. Найти индукцию магнитного поля соленоида, если по нему течет 
ток , а на единицу длины соленоида приходится n витков. 

5-14. В поле длинного прямого провода с током  находится контур с 
током  (рис. 5.5). Плоскость контура перпендикулярна прямому проводу. 
Найти им момент силы Ампера, действующей на этот контур. Необход
размеры указаны на рисунке 5.5. 

ые 

 
  с           рис. 5.5                    ри . 5.6 
5-15. Небольшая катушка с током, имеющая магнитный момент 

,находится на оси кругового дитка радиусом R , по которому течет ток . 
, действующую на катушку, если ее расстояние от центра  виткаНайти силу 

равна , вектор  ориентирован, как показано на рис. 5.16. 
магнитное поле с индукцией  5-16. В влетает частица с зарядом q. 

гол направлением скорости частицы и вектором равен . У между Частица 
линии. Определить радиус и шаг винтовой линии. 

 параллельным проводникам в одном направлении текут 
токи

движется по винтовой 
5-17. По двум

 и , причем  > . В какой из трех областей I,II или III (рис. 5.7),  
 индукцна каком расстоянии от проводника с током ия магнитного поля 

может быть равной нулю? 



                  
   рис. 5.7                               рис. 5.8 
 одной плоскости лежат два взаимно перпендикулярных 5-18, В

проводника с токми  и . Найти геометрическое место точек, в которых
ция магнитного поля равна нулю (рис. 5.8).  
5-19. Плоский круговой контур радиусом 

 
индук

 с током  поворачивается в 
магнитном поле с индукцией  на 180°. Найти работу силы Ампера., ес
исходном положении вектор В перпен

ли в 
дикулярен плоскости, где находится 

контур. 
 5-20. Два протона движутся параллельно друг другу с одинаковой 

скоростью  = 300 км/с. Найти отношение сил магнитного и электрического 
взаимодействия данных протонов. 

 и 5-21. Известно, что плотность стационарного тока j параллельна оси 
 зависит только от расстояния  до этой оси, а циркулщия вектора по 

перпендикулярному к оси  плоскому контуру С радиуса  с центром на
оси пропорциональна третьей степени 

  этой
 : С =  . Найти вид функции j( . 

 5-22. Заряд q равномерно распределен по объему конуса высо  h той и 
радиусом основания R , который вращается с угловой скоростью  вокруг 
оси симметрии. Найти магнитную индукцию в вершине конуса. 

5-23. Ток  течет по тонкому ику, который имеет вид 
прави

п

проводн
льного n-угольника, вписанного в окружность радиуса R. Найти 

индукцию В в центре данного контура. 
5-24. Определить магнитную индукцию оля, создаваемого конечным 

прямоугольным участком тока  длиной  в точке, равноудаленной от концов 
отрезк

а радиуса R = 500мм заряжена равномерно с 
повер

а и находящейся на расстоянии X от его середины. 
5-25. Найти магнитный момент тонкого кругового витка с током, если 

радиус витка R = 100 мм и индукция магнитного поля в его центре В = 6,0 
мкТл. 

5-26. Непроводящая сфер
хностной плоскостью  = 10,0 мкКл/ , вращается с. угловой скоростью 

= 70 рад/с вокруг оси, проходящей через ее центр. Найти магнитную 
индукцию в центре сферы. 

5-27. Два длинных прямых взаимно перпендикулярных провода отстоят 
друг от друга на расстояние . В каждом проводе течет ток . Найти 
максимальное значение силы Ампера на единицу длины провода в этой 
системе. 

5-28. Непроводящий тонкий Диск радиуса R, равномерно заряженный с 
одной стороны с поверхностной плотностью , вращается вокруг своей оси с 
угловой скоростью . айти индукцию магнитного поля в центре диска и Н



магнитный момент диска. 
5-29. Найти плотность тока как функцию расстояния  от оси 

аксиально-симметричного параллельн го потока электронов, если индукция 
магнитного пол  внутри потока зависит от 

о
я  как В = , где  и  - 

полож
ж  (б

и
т

 

а и о
оследовательно и находятся в 

отдал
а

, 

 д нены 
парал

перечисленных в.

 

 

 

У
ОЛЯХ. 

н  

ительные постоянные. 
5-30. Доказать рассу дениями ез вычислений), что индукция на оси у 

торца весьма длинного соленоида вдвое меньше, чем в его серед не. 
5-31. Имею ся два соленоида одинаковой длины. Диаметры их 

отличаются незначительно лишь в такой степени, чтобы один можно было 
надеть на другой. Индуктивности обоих соленоидов можно считать 
одинаковыми и р вными L. Эт  солен иды можно соединить следующими 
способами: 1) соленоиды соединены п

ении друг от друга; 2) соленоиды соединены параллельно и находятся в 
отдалении друг от друг ; 3) соленоиды соединены последовательно, один 
надет на другой, и направления обмоток совпадают; 4) соленоиды соединены 
параллельно один надет на другой, и направления обмоток также совпадают; 
5) соленоиды соединены последовательно, один надет на другой, и 
направления обмоток противоположны; 6) соленоиды сое и

лельно, один надет на другой, а направления обмоток также 
противоположны. Определить суммарную индуктивность соленоидов для 
каждого из  случае   

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

§6. ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ИНД КЦИЯ. ДВИЖЕНИЕ 
ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ И МАГНИТНЫХ П

 
6-1. В однородном магнит ом поле с индукцией В расположена



прямоугольная рамка abcd, подвижная сторона то ой длиной ко р   
перемещается со кор тью  с ос  перпендику¬лярно линиям индукции поля. 
Определить э.д.с. индукции, возникающую в контуре. 

6-2. В однородном магнитном поле с индукцией вращается в 
плоскости, перпендикулярной линиям индукции, медный диск адиуса  р , 
соверш о сая n боротов в екунду. При помощи скользящих контактов диск 
подключен к цепи, сопротивление которой R (рис. 6.1). Определить э.д.с. 
индукции, возникающую при вращении диска, количество электричества q, 
протекающего по цепи, а также количество теплоты, выделенное в цепи за 
время, в течение которого диск совершил N оборотов. 

                                      
            рис. 61                                                                       рис. 6.2  
6-3. Цепь состоит из постоянной ндуктивности L, сопротивления R, 

источника э.д.с. 
и

 и ключа К (рис. 6.2). ервоначально ключ находится в 
нижнем положении и в цепи течет ток

П
  =  / R (сопротивление источника 

тока считаем пренебрежительно малым .  В Момент t = О переключаем ключ 
из нижнего положения в верхнее. По ка ому закону будет изменяться ток в 
цепи от времени? 

6-4. Квадратная проволочная рамка со стороной a и прямой длинный 
проводник с постоянным током

)
к

  леж  в одной плоскости. Индуктивность 
рамки L, ее сопротивление R. Рамку повернули на 180° вокруг оси 00' , 
проходящей через ее середину, параллельно проводнику с током и 
остановили. Найти количество электри ества, протекшее в рамке. Расстояние 
d между осью 00' и прямым проводник  известно. 

6-5. Провод, имеющий форму параболы у = k 

ат

ч
ом

, находится в 
однородном магнитном поле , перпендикулярном скости Оху . Из 
вершины параболы перемещают  и без начальной скорости 
перемычку с постоянным ускорением

 пло
 поступательно

  (рис. 6.3). Найти э.д.с. индукции в 
образовавшемся контуре как функцию координаты у. 

                
                              рис.. 6.3                                                            рис. 6
6-6. Перемычка 00’ массы m скользит без трения по двум дли

.4 
нным 

проводящим рельсам, расположенным на расстоянии  друг от друга (рис. 
истема находится6.4). С  в однородном магнитном поле, перпендикулярном 

пл рез сопротивление R. В оскости контура. Левые концы рельсов замкнуты че



момент t = 0 перемычке сообщили вправо начальную скорость . 
брегая сопротивлением рельсов и перемычкиПрене , а также самоиндукцией 

кон
ны э.д.с. 

тура, найти скорость перемычки в зависимости от времени t . 
6-7. В схеме (рис. 6.5) извест  источника, его внутреннее 

сопротив  и индуктивности сверхпроводящих катушек ление и . Найти 
становившиеся токи в катушках после замыкания К. 

6-8. В цепи (рис. 6.6) в момент t = 0 ключ К поворачивается из верхнего 
оложения в нижнее. Найти, по какому закону устанавливается ток в цепи. 
ндуктивность L, сопротивление R 

.д.c. 

у

п
И
э  считать известными величинами. 

                                                                   
                                              рис. 6.5                                                                    рис. 

.6 
6-9. Прямоугольный контур со сторонами a и b, имеющий скользящую 

перемычку, находится в однородном магнитном поле с индукцией В, 
перпендикулярном к плоскости контур рис. 6.7). Сопротивление перемычки 
R , скорость перемещения - 

6

а (
. При каком положении перемычки ток, 

проходящий по ней, минимальный? Какова его величина? Удельное 
сопротивление материала, из которого елан контур, g , сечение проводника 
S. 

6-10. В магнитном поле с большой высоты падает кольцо радиусом r и 
массой m (рис. 6.8). Плоскость кольца е время горизонтальна. Найти 
установившуюся скорость кольца, если  индукция зависит от 
высоты по закону

сд

вс
 магнитная

 (у) = (1 + ay) , где , и а - положительные константы, 

                      
                           рис. 6.7                                                       рис. 6.8 

- орт оси Oy. Ускорение свободного падения g, сопротивление кольца 
остью кольца пренебречь. 

6 лоская спираль с большим числом N витков, плотно 
 друг к другу, находится в однородном магнитном поле, 

сти спирали. Наружный радиус витков спирали 
ле изменяется во времени по закону В = 

R. Индуктивн
-11. П

прилегающих
перпендикулярном плоско

 sin равен a.Магнитное по t . 
д е значение э.д.с. индукции, наведенной в спирали.  

верхпроводящее круглое кольцо радиусом a с индуктивностью L 
в  

Найти амплиту но
6-12. С

. В начальном положении находится  однородном магнитном поле 



  плоскость ольца парал к лельна вектору и ток в кольце равен нулю. Кольцо 
е и в положение, перпендикулярное вектору . пов рнул Найти силу тока в 

с  ворота и магнитную индукцию в его центре. 
говому контуру  R течет ток. Другой контур, 

 торого значительно меньше R, движется с постоянной скоростью

кольце по ле по  
6-13. По кру радиусом

  радиус ко
вдоль  (ри . 6.9), так, что плос ос к сти контуров остаются параллельными друг 

к с тоянии от первого контура э.д.с. индукции, возникающая 
н , может иметь максимальное значение? 

другу. На аком ра с
во втором ко туре

                         
                         рис. 6.9                                                           рис. 6.10 

. а  от длинного прямого проводника с 6-14  Н  расстояниях a к b
 расположены два па аллельных ему провода, постоянным током р
онце сопротивлением R (рис. 6.10). По проводам без 

е щаю постоянной скоростью
замкнутых на одном к

т с   трения п реме стержень-перемычку. 
льзящих контактов, а 

н ктивностью контура, найти: значение и направление 
у  тока в стержне; силу, необходимую для поддержания 

астица массой m, имеющая заряд q, влетает со скоростью

Пренебрегая сопротивлением проводов, стержня и ско
также и ду
инд кционного
постоянства скорости. 

 в 
агнитное поле

6-15. Ч
однородно  ме   = (О,О,В) под углом  к вектору . Найти

 о я частицы. По какой траектории она 
я

ым зарядом q / m движется во взаимно 
ых электрическом и магнитных полях с 

 
кинематический зак н движени
движетс ? 

6-16. Частица с удельн
ых однороднперпендикулярн

  = (Е, 0, 0) и индукциейнапряженностью  = (0, В,0). Найти кинематический 
т ы и среднее значение проекции вектора скорости на 

0 ву скорость). Считать, что в момент времени t = 0 
закон движения час иц  

ю  = (0, 0, ось z (дрейфо
0); (0, . 

6-17. Частица массой m с зарядом q в момент времени t = 0 попадает в 
 апряженностью электрическое поле с н  = (0, E(x), 0) , где E(x) - 

ия координаты X. Найти отклонение частицы от 
ного положения к момент времени t = 

произвольная функц
первоначаль у  , если при t = 0 она 
мела скорость  = (и . 

ускоренный разностью потенциалов U, пролетает 
е поле с индукцией

6-18. Электрон, 
 , где B(х) =  поперечное магнитно

sin( x/d); d - протяже нн ость области с полем. Найти угол  отклонения 
начального направления движения. электрона от перво



6-19. Н йт а и траекторию заряженной частицы, движущейся в 
параллельных между собой и перпендикулярных к ее начальной 

электрической  магнитных полях, т.е. 
однородных 

 = (0, 0, Е),  = (0, 0, B),  скорости  и
= (0, . 

6-20. Изолированный металлический диск вращается с угловой 
скоростью . Найти разность потенциалов между центром и краем диска при 
условии, имеется перпендикулярное к диску однородное магнитное поле с 
индукцией

что 
 . Чему будет равна разность потенциалов при выключении 

магнитного поля? 
6-21. Магнитный поток через неподвижный контур с сопротивлением R 

изменяется в течение времени  по закону Ф = at(  . Найти количество 
тепла, выделенное в контуре за это время. Индуктивностью контура 
пренебречь. 

6-22. Электрон, ускоренный разностью потенциалов U = 1,0 кВ, 
движется в однородном магнитном поле под углом  = 30° к вектору , 
модуль которого В = 29 мТл. Найти шаг  траектории электрона. 

6-23. Магнитный поток через ка ку, состоящую из 75 витков, равен 
4,8*

 винтовой
туш

 Вб. За сколько времени должен исчезнуть этот поток, чтобы в 
катушке возникла средняя электродвижущая сила индукции 0,74 В? 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

АГНИТНОЕ ПОЛЕ В .ВЕЩЕСТВЕ. ЭНЕРГИЯ МАГНИТНОГО 
ПОЛЯ. 

 
Пусть соленоид с током

§ 7. М

7-1.  , имеющий n витков на единицу длины, 
н ым магнетикомзаполнен од ородн  с .Найти индукцию магнитного поля 

 с магнитной проницаемостью
в магнетике. 

  заполняет длинный 
, вдоль оси которого течет ток

7-2. Магнетик
цилиндр радиусом a заданный  . Найти 

т кцию В и намагниченность j в зависимости расстоянияот   магни ную инду
до оси цилиндра, а также плотность молекулярных токов. Вне цилиндра - 

тво.   
7-3. Найти поверхностный ток намагничивания, приходящийся на 

единицу длины цилиндра из однородн  материала, если его 
ность

свободное пространс

ого
 , причём вектор  намагничен направлен всюду вдоль оси цилиндра. 

. Вблизи точки А (рис. 7.1) границы раздела магнетик-вакуум 
н ия в вакууме равна

7-4
 , причем вектор  составляет угол  магнитная и дукц

с норма ьюл  к границе раздела в данной точке. Магнитная проницаемость   
магнетика . Найти магнитную индукцию В в магнетике вблизи той же

 
нный тонкий проводник с током

 
точки А.

   7-5. Прямой дли лежит в плоскости, 
пространство, которое заполнено непроводящим магнетиком с 
ю

отделяющей 
проницаемость  , от вакуума (рис. 7.2). Найти магнитную индукцию В во 
сем пространстве как функцию расстоянияв    от проводника. Линиями 
индукции являются окружности с центром на оси проводника. 



                 
           рис. 7.1                                                                  рис. 7.2 

7-6. Постоянный ток  течет вдоль длинного однородного 
илиндрического провода круглого сечения радиусом R. Материалом 
вляется парамагнетик с восприимчивостью x.Найти зависимость В от 
асстояния

ц
я
р   до оси провода и плотность тока намагничивания внутри 
ровода. 

7-7.  Длинный соленоид заполнен неоднородным изотропным 
парамагнетиком, восприимчивость которого зависит только от расстояния

 
п

  
до оси соленоида как x = a  , где a - постоянная. На оси соленоида 
магнитная индукция равна . Найти зависимость от расстояния  
намагниченности j( ) и  тока намагничивания. 

7-8. На железном сердечнике в виде тора со средним диаметром d 
меется обмотка с общим числом витков N. В сердечнике сделана узкая 
поперечная пр

плотности

и
орезь шириной b (рис. 7.3). При токе  через обмотку 

магнитная индукция в про рассеянием поля на 

ма
 в 

ласти, где 
 а й

рези равна В. Пренебрегая 
краях прорези, найти магнитную проницаемость железа в этих условиях. 

7-9. Длинный тонкий цилиндрический стержень из парамагнетика с 
гнитной восприимчивостью x и площадью поперечного, сечения S 
положенрас  вдоль оси катушки с током. Один конец стержня находится

центре катушки, где магнитное поле равно В, а другой конец - в об
магнитное поле практически отсутствует (рис. 7.4). С к ко  силой катушка 

ствует на стерждей ень? 

                                   
                  рис. 7.3                                                                рис. 7.4 

7-10.  Вычислить индукцию магнитного поля индуктивность 
 к  дкоаксиального абеля линой , центральная жила которого имеет радиус , 

а оболочка - радиусы  (внутренний) и 
 (внешний). Магнитная проницаемость проводника равна ,  пространство 

и  
а

между жилой  оболочкой заполнено диэлектриком. 
7-11. Коаксиальный кабель состоит из внутреннего сплошного 

пл и этого поля будет такой же, как и у магнитного поля с 
индукцией В = 1,0 Тл (то же в вакууме)? 

проводника радиуса a и наружной проводящей тонкостенной трубки радиуса 
b. Найти индуктивность единицы длины кабеля, когда ток по сечению 
распределен равномерно. Магнитная проницаемость всюду равна I. 

7-12. При каком напряжении электрического поля в вакууме объемная 
отность энерги



7-13. В однородное магнитное поле с индукцией  помещена 
конечная плоскопараллельная пластинка из однбес ородн го и изотропного 

магнетика с проницаемостью 
о

. Пластина расположена перпендикулярно к 
. Определить магнитную индукцию линиям  и напряженность магнитного 

ля  в агнетике. 
7-14. Существуют ли на гистерезисной петл

мпо
е участки, которым можно 

бес
и и напряженности магнитного 

поля внутри и вне прямолинейного постоянного магнита? 
7-16. Как графически определить работу, которую должен совершить 

дл

формально приписать значения магнитной проницаемости, равные нулю, 
конечности и отрицательные? 

7-15. Как направлены векторы индукци

источник тока для намагничивания ферромагнитного сердечника соленоида, 
ина которого , а площадь поперечного сечения S , если кривая 

 
изв

7-17. Спираль, изготовленная из упругой проволоки, присоединена к 
источнику тока. Спираль растягивают. Станет ли при этом (во время 

ьного или он останется 
неизменным? 

 с узким зазором между 
равен

зависимости магнитной индукции В от напряженности магнитного поля 
естна? 

растягивания) ток больше или меньше первоначал

7-18. Постоянный магнит имеет вид кольца
полюсами. Средний диаметр кольца  . Ширина зазора , магнитная 
индукция поля в зазоре . Пренебрегая рассеянием поля на краях зазора, 

ти модули векторов индукции и намагниченности внутри ва. най вещест
7-19. На постоянный магнит, имеющий форму цилиндра длины  = 15 

см, намотали равномерно N = 300 витков тонкого провода. При пропускании 
 по нему тока =  п е . о у

ма

 
 
 
 

 

 

 

 3,0 А оле вн  магнита исчезло Найти к эрцитивн ю силу 
териала магнита. 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 



§8. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ. 
 

Система уравнений Максвелла в интегральной форме: 

 
В дифференциальной форме (8.2а) имеет вид: 

 
В случае достаточно слабых электромагнитных полей материальные 

уравнения для изотропных сред, не содержащих сегнетоэлектриков и 
ферромагнетиков, имеют вид: 

, ,  (8.3) 
8-1. Напряженность электрического поля в электромагнитной волне 

изменяется по закону Е = ; амплитуда напряженности поля  = 5 х 
 В/м. Плотность тока  j =  проводимости А / . Какова должна быть 

частота изменения напряженности электрического поля, чтобы максимальная 
плотность тока смещения в вакууме была бы равна плотности тока 
проводимости? 

8-2. Вычислить энергию dW , проходящую за время dt через единичную 
площадку, перпендикулярную направлению распространения волны. 

8-3. По прямому проводу круглого сечения радиусом a течет 
постоянный ток с плотностью j. Найти поток электромагнитной энергии 
сквозь боковую поверхность проводника на участке длиной

 

 . 
8-4. Плоская электромагнитная волна падает на плоскую поверхность 

металла перпендикулярно к поверхности. Найти напряженность 
электрического поля на поверхности металла и оценить толщину скин-слоя, 
т.е. глубину, на которой поле убывает в  раз. Проводимость металла  =  

, частота электрической волны  =  Гц,  = 1. 
Показать, что если  - радиус-вектор, проведенный из начала координат 

в точку с координатами (x, у, z), то: 
 a)  div   
 б) rot  

 в) div ( ) = 0 

 г) rot ( ) = 0 



 д) grad ( ) =  
8-6. Уравнения Максвелла в дифференциальной форме имеют вид (8.2). 
а) показать, что уравнение II и III совместимы; 
б) показать, что закон сохранения заряда можно получить, взяв 

дивергенцию от левой и правой частей уравнения (I); 
в) показать, что в вакууме (j= 0, g = 0) поля  и  удовлетворяют 

волновым уравнениям, а скорость распространения электромагнитной волны 
равна ; 

г) показать, что согласно уравнению П поле  можно представить в 
виде 

  

где  - векторный потенциал магнитного поля, 

    
8-7. Исходя из уравнения Максвелла (8.2), показать, что плоская 

электромагнитная волна в вакууме поперечна, векторы  
перпендикулярны и образуют правовинтовую систему с направлением 
распространения волны  ( I l  =  1 ). 

8-8. Найти плотность тока смещения  в плоском конденсаторе, 
пластины которого раздвигаются со скоростью , оставаясь параллельными 
друг другу, если: 

1) заряды на пластинах конденсатора не меняются; 
2) разность потенциалов между пластинами постоянна. Расстояние d 

между пластинами конденсатора остается все время малым по сравнению с 
линейными размерами пластин. 

8-9. На рис. 8.3 показан участок двухпроводной линии. Известны 
направление тока в проводах и тот факт, что потенциалы проводов  < . 
Где находится источник тока, слева или справа? 

 
рис. 8.1 

8-10. Ток, текущий по длинному прямому соленоиду, радиус сечения 
которого R, меняют так, что индукция магнитного поля внутри соленоида 
возрастает со временем по закону B = , где  = const. Найти плотность 
тока смещения как функцию расстояния  от оси соленоида. 

8-11. Дан плоский воздушный конденсатор с обкладками в виде дисков 
радиусом a. Пренебрегая краевыми эффектами (рассеянием поля), найти 
поток электромагнитной энергии сквозь боковую поверхность конденсатора 
при его зарядке, если расстояние между обкладками h. Зависимость векторов 



 (t) и  (t) считать известной. 
8-12. Ток, протекающий по обмотке длинного прямого соленоида, 

увеличивается. Показать, что скорость возрастания энергии магнитного поля 
в соленоиде равна потоку вектора Пойтинга через его боковую поверхность. 

8-13. Энергия от источника постоянного напряжения U передается к 
потребителю по длинному коаксиальному кабелю с пренебрежимо малым 
сопротивлением. Ток в кабеле . Найти поток энергии через поперечное 
сечение кабеля. Внешняя проводящая оболочка кабеля тонкостенная. 

8-14. Плоский воздушный конденсатор, пластины которого имеют 
форму дисков радиусом a, подключили к переменному гармоническому 
напряжению частоты . Найти отношение максимальных значений 
магнитной и электрической энергии внутри конденсатора. 

8-15. В некоторой области инерциальной системы отсчета имеется 
вращающееся с угловой скоростью  магнитное поле, индукция которого 
равна . Найти  в этой области, как функцию вектора , . 

8-16. Плоский конденсатор состоит из двух одинаковых металлических 
дисков, пространство между которыми заполнено однородной, 
слабопроводящей средой с диэлектрической проницаемостью  и удельной 
проводимостью . Расстояние между внутренними поверхностями дисков 
равно d. Между обкладками конденсатора поддерживается переменное 
напряжение U = . Пренебрегая краевыми эффектами, найти величину 
напряженности магнитного поля в пространстве между обкладками 
конденсатора на расстоянии  от оси. 

8-17. Рассмотреть суперпозицию двух плоских электромагнитных волн, 
распространяющихся- вдоль оси X в противоположных направлениях. 
Определить: 1) координаты пучностей и узлов для электрического вектора  
и магнитного , возникших в результате суперпозиции стоячей волны. Для 
упрощения формул начальную фазу  в уравнениях прямой и обратной волн 
считать равной нулю; 2) соотношения фаз колебаний  и . 

8-18. Плоская электромагнитная волна частоты  отражается от 
зеркала, движущегося со стороны  в направлении распространения волны. 
Используя уравнения Максвелла, найти частоту отраженной волны, которая 
регистрируется неподвижным наблюдателем. 

8-19. Электрон движется в однородном магнитном поле в плоскости, 
перпендикулярной вектору . Индукция поля В = 1,00 Тл, скорость электрона 
v = 1,00 *  м/с. Определить: 1) какую долю своей кинетической энергии 
теряет электрон на излучение за один оборот; 2) за какое время  
кинетичес¬кая .энергия электрона уменьшится на 1%; 3) число оборотов, 
которое совершит электрон за время . Как изменятся искомые величины, 
если электрон заменить на протон? 

8-20. Плоская электромагнитная волна с частотой  = 10 МГц 
распространяется в слабопроводящей среде с удельной проводимостью  = 10 
мСм/м и диэлектрической проницаемостью  = 9. Найти отношение амплитуд 



плотностей токов проводимости и смещения. 
8-21. В вакууме распространяется плоская электромагнитная волна, 

частота которой  = 100 МГц и амплитуда электрической составляющей  = 
50 мВ/м. Найти средние за период колебания значения модуля плотности тока 
смещения и плотности потока энергии. 

8-22. В вакууме вдоль оси X установилась стоячая электромагнитная 
волна  =  cos kx * cos . Найти Х-проекцию вектора Пойтинга Sx (x, t) и 
ее среднее за период колебаний значение. 

8-23. Энергия от источника постоянного напряжения U передается к 
потребителю по длинному коаксиальному кабелю с пренебрежимо малым 
активным сопротивлением. Потребляемый ток . Найти поток энергии через 
поперечное сечение кабеля. Внешняя оболочка кабеля тонкостенная. 

8-24. Между обкладками плоского конденсатора имеются два слоя 
слабопроводящего материала с удельными проводимостями  и  и 
диэлектрическими проницаемостями  и . Толщины слоев равны 
соответственно  и . Площади обкладок конденсатора S. Исследовать 
процесс установления силы тока в цепи, если в момент t = 0 к обкладкам 
конденсатора приложена постоянная разность потенциалов . Рассмотреть 
процессы, возникающие при размыкании цепи и при шунтировании 
источника сторонних э.д.с. 

8-25. Точечный заряд q движется равномерно и прямолинейно с 
нерелятивистской скоростью v, Найти вектор плотности тока смещения в 
точке М, находящейся на прямой: 1) совпадающей с его траекторией; 2) 
перпендикулярной его траектории и проходящей через заряд. 

8-26. Плоский конденсатор образован двумя дисками, между которыми 
находится однородная слабопроводящая среда; Конденсатор зарядили и 
отключили от источника напряжения. Пренебрегая краевыми эффектами, 
показать, что магнитное поле внутри конденсатора отсутствует. 

8-27. Протоны, имеющие одинаковую скорость v, образуют пучок 

круглого сечения с током . Найти направление и модуль вектора Пойтинга  
вне пучка на расстоянии  от его оси. 
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Ответы 

§ 1 
2.  x= ; | | = / . 
3.  x=l/ ;  x=-l/ . 
4.  E= λl/2π a  
5.  |F|=k p/ , где p=ql; k=1/4π . 
7.  F=k λl/a(a+l). 
8.  |E|=k σ Ω. 
9.  E= kλ/a. 
10. E=kqz/ . 
11. =0; =(k )  =25В/м. 
12. F= π /2 =0.18Н. 
13. E=4πkσ(1-r/ ). 
16. Φ=4πRa. 
17. E=( /3 (1-3r/4R) (r<=R), E= /12  (r=>R). 
18. E=( )[1-exp(- )]. 
19. q=2 πa ; E(r)=a/2 . 
20. =4. 
22. E=3|q| k/ . 
23. dq/dt=(3a/2) . 
24. R= . 
25. =pk(3 )/ ; =3kpsinvcosv/ . 
26. p=2qa/ , E=qa/ . 
27. E=k /R; /4 . 
28. =- r/3  
29. =- /6  
30. /l=40кВ/м. 
 

§ 2 
1.   φ=kp/( ). 
2.   =k (1/ -1/ ); r’= ; =-(k )((z-l)/ -(z+l)/ ). 
3.   φ=(σ/2 )( -a); φ=(σ/2 )( ). 
4.   E=2k r, 0<=r<=R; E=2  k /r, r>R; φ=-k r, 0<=r<=R; φ=-
k (lnr/R+1/r), r>R. 
5.   φ=kq(1/r-1/a+1/b). 
6.   A=-k /4l. 
7.   a) φ=-axy+C ,     б) φ=ay( )+C,   в) φ=-y(ax+bz)+C. 
8. =-6 a. 
9.   =-(19 ) . 
11. φ=(kp/ )cosv; E=(kp/ ) . 
12. =6 ax. 



13. =- / . 
14. σ=-ql/2 . 
15. ∆φ=2kq(r- )/ (r- )=5.4 кВ. 
16. n=m R/2k .  
17. σ=ql/2 ; φ=kq(1/R-1/ ). 
18. φ’= (1- / ). 
19. a) =kbq/a, E=0; б) =0, E=0. 
21. =kσ/2 , E= σ/4 . 
22. (r)=a/2 . 
23. = /( ). 
25. F=(2 -1) /32 =3.3 Н. 
26. a) σ= /2 l; б) σ(r)= /2 . 
27. =-q(l-x)l, =-qx/l. 
28. F=k /8 =0.5кН. 
29. A=2pE. 
 

§ 3 
3.   C=4 a/(1+( )a/b). 
4.   W=(k )(1/a-1/b). 
7.   σ= U/d=5.3  Кл/ . 
8.   C=4 a/ln(b/a). 
14. W=k ( )/ . 
15. / =1/5. 
17. W=-k /2l. 
18. A=kq( -q/2)(1/ -1/ ). 
19. =0. 
20. = / . 
21. a) A=C η/2 =1.5мДж      б) A= C η  
/2 =0.8мДж. 
23.  A=k /10r=0.9мДж. 
25.  . 
27.  C=2 a. 
28.  q=U(1/ +1/ +1/ )=0.06мКл. 
29.  a) W=( +4)k /a,  б) W=( -4) k /a,  в) W=-  k /a. 
30.  =- k ,  б) =k  
31.  A=( k )( 1/ -1/ ). 
34.  = /l. 
35. =( )x(l-x). 
 

§ 4 
1.   I=4 γU(1/a-1/b). 
2.   R= /2 . 
3.   j=Dsinα/ . 
4. =(RC/(R+ ))/( ). 



5.   - =-0.35B. 
6.   J= exp(-t/RC). 
9.  E=2 αJ/ . 
10. J=( η-1)( )exp(-ηt/RC). 
11. Q=( /2C)(1-exp(-2t/RC)). 
12. ∆φ=( )/( )=0.4B. 
13. =25 мин, =6 мин. 
14. r= . 
16. J=2 ( )rvU/d=0.11мкА. 
23. q= C. 
24. q=C /2. 
30. =τ/ ln2=1.4 Ом м. 
31. U= /(1+ η)=2.0B. 
33. V=20B. 
34. T- =[1-exp(-kt/C)] /kR. 
 

§ 5 
1.  B= I/2  b. 
2.  B= /4 )2 J/ . 
3.  B=- /J =1Тл. 
5.  B=( - +fg ) J/2 a. 
6.  B=( )JJ’l(1/a-1/(a+l)). 
7.  B= J/ R. 
10. = /2 )(J/ ), =0. 
13. B= Jn. 
14. M= / )J (b-a)sinφ. 
17. x= a( + ). 
18. y=( / )x. 
20. / = . 
21. j(r)=(3α/2 )r . 
22. B(h)=(3 /4 )( -1)/ . 
24. B=( 2 )l/ . 
25. =2 B/ =3Ом А . 
26. B=2  σwR/3=29нТл. 
27. Fmax= /4 a. 
28. B= σwR/2. 
29. j(r)=(B/ )(1+α) . 
30. =2 . 
 

§ 6 
1.   =-Blv. 
2.  Q= Jt= nN /R 
5.  =-By . 
6.  v= exp(-at). 



8.  J= exp(-tR/L). 
9.  x=b/2. 
10. v=mgR/( )( ). 
12. J= B/L. 
13. r=R/2. 
14. =( v/2 )lnb/a. 
20. - =m /2|l|. 
21. Q= /3R. 
22. ∆l=2 cosα=2см. 
 

§ 7 
1.   B= Jn. 
2.   I’=j. 
4.  B= . 
5.  B= J/(1+ )/ . 
6.  j’=J/ . 
7.  J=a / . 
8.  dB/( ). 
11. =( )[1/4+ln(b/a)]. 
12. E=B/ =3 В/м. 
13. На 2η=2%. 
 

§ 8 
1.  w=j/ =2.26 Гц. 
2.   dW= dt. 
3.  N=( ) l. 
4.  z= =  
16. H=(rU/2d)|16coswt- wsinwt|. 
19. η=80 B/ =1.38 . 
20. j/ =σ/2 γ. 
21. < >=4 γ =0.18 A/ . 
22. =( )sin2kx sin2wt, < >=0. 
23. Φ=JU. 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 



 
ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЕ ВОПРОСЫ ПО  КУРСУ 

“ЭЛЕКТРОДИНАМИКА” 
 

1. Фундаментальные силы в природе. Микроскопические носители 
электрических зарядов. Электрон. Протон. Нейтрон. Спин и магнитный 
момент. 

2. Элементарный заряд и его инвариантность. Опыт Милликена. 
3. Закон сохранения заряда, его интегральная и дифференциальная 

формулировка. 
4. Закон Кулона, его полевая трактовка. 
5. Электрическое поле. Напряженность электрического поля. Принцип 

суперпозиции и его границы применимости. 
6. Электрическая теорема Гаусса. Дифференциальная формулировка. Закон 

Кулона. 
7. Работа в электрическом поле. Потенциальность кулоновского поля. 
8. Дифференциальная формулировка потенциальности электрического поля. 

Скалярный потенциал. 
9. Потенциал поля точечного заряда и системы точечных зарядов; 

непрерывного распределения зарядов; поверхностных зарядов. Поле 
диполя. Теорема Ирншоу. 

10. Уравнения Лапласа и Паусcона.  Потенциал, создаваемый заряженным 
беконечным  круглым цилиндром. 

11. Электростатическое поле при наличии проводников. Дифференциальная 
форма закона Ома. Явление электрической индукции. 

12. Поле вблизи поверхности проводника. Металлический экран. Потенциал 
проводника. 

13. Электроемкость. Потенциальные коэффициенты уединенного проводника 
и системы проводников. Теорема взаимности. 

14. Емкостные коэффициенты. Вычислить емкостные коэффициенты двух 
проводящих шаров, расположенных на большом расстоянии друг от друга. 

15. Конденсаторы. Формула емкости плоского конденсатора и выражение ее 
через потенциальные и емкостные коэффициенты. Параллельное и 
последовательное соединение конденсаторов. 

16. Сферический конденсатор и циллиндрический конденсатор. Плоский 
конденсатор. Вывод формул емкости. 

17. Метод электростатических изображений. 
18. Дипольный момент непрерывного распределения зарядов. Поляризация 

диэлектрика. Влияние поляризации на электрическое поле. 
19. Электрическое смещение. Электростатич. теорема Гаусса при наличии 

диэлектрика. 
20. Энергия взаимодействия дискретных и непрерывно распределенных 

зарядов. Собственная энергия. 
21. Плотность энергии электрического поля. Энергия поля поверхностных 

зарядов. Энергия заряженных проводников. 
22. Силы в электрическом поле, действующие на: 



- точечный заряд; 
- непрерывно распределенный заряд; 
- проводник; 

23. Постоянный электрический ток. Закон Ома в дифференциальной форме. 
Источники электрического поля внутри проводников. Источник тока.  
Изменение потенциала вдоль проводника с током. 

24. Строение ЭДС. Линейные цепи. Правила Кирхгофа. Закон Джоуля-Ленца. 
Работа и мощность тока. 

25. Магнитное поле. Закон взаимодействия токов. Полевое описание 
взаимодействия. Сила Ампера. Сила Лоренца. 

26. Закон полного тока в интегральной и дифференциальной форме. 
27. Уравнение Максвелла для стационарного магнитного поля. Векторный 

потенциал. 
28. Магнетики. Механизмы намагничивания. Намагниченность. 

Напряженность магнитного поля при наличии магнетиков. Уравнение 
напряженности поля. 

29. Силы в магнитном поле. 
30. ЭДС индукции в движущихся проводниках. Закон электромагнитной 

индукции Фарадея. Векторный и скалярный потенциалы в переменном 
поле. 

31. Энергия магнитного поля изолированного контура и нескольких контуров 
с током. 

32. Ток смещения. Система уравнений Максвелла. 
33. Закон сохранения энергии электромагнитного поля. Поток энергии. 
34. Движение электромагнитных волн. Запаздывающие потенциалы. 
35. Излучение электромагнитных волн в диэлектриках. 
36. Распространение электромагнитных волн в диэлектриках. 
37. Распространение электромагнитных волн в проводниках. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


