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Тема 1. Организация полного перебора 
В том случае, когда для решения задачи не удается разработать эф-

фективный алгоритм решения, используют алгоритм полного перебора. 
1.1. Построение дерева решений 

Основной принцип, на котором базируются методы полного перебора 
вариантов, состоит в разбиении начальной задачи  на подзадачи 

 (в целом представляющих всю задачу ) с последующей 
попыткой разрешить каждую из этих подзадач. Это разбиение описыва-
ется деревом, представленным на рис. 1.1, причем вершины изображают 
подзадачи. 

0P

kPPP ,,, 21 K 0P

0P  

1P  2P  kP  
K 

 
Рис. 1.1  

Выражение "решить подзадачу" означает одну из следующих возможно-
стей: 

1) находится оптимальное решение, 
2) показывается, что значение оптимального решения подзадачи хуже, 

чем лучшее из найденных решений,  
3) показывается, что подзадача является недопустимой. 
Смысл разбиения задачи  на подзадачи состоит в том, что эти под-

задачи проще решить, так как они имеют меньший размер, или обладают 
структурой, не присущей первоначальной задаче . Может оказаться, 
что подзадачу  нельзя решить, и эта подзадача также разбивается на 
новые подзадачи , как это показано на рис. 1.2. Это разбие-
ние (называемое также ветвлением) повторяется для каждой подзадачи, 
которая не может быть решена. 

0P

0P

iP

riii PPP ,,,
21
K

На любом этапе полное множество подзадач, требующих решения, 
представляется множеством концевых вершин всех путей, исходящих из 
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корня дерева решений (корень дерева – начальная задача ). Эти конце-
вые вершины называются висячими вершинами, и на рис. 1.2 это 

0P

.,,,,,,,
211 kiii PPPPP

r
KKK  

 

1P  kP  
K K 

2iP  K 1iP  
riP  

iP  

0P  

= 

 
Рис. 1.2 

Если поиск исчерпан, то, очевидно, что множество подзадач, на кото-
рые разбита задача, может представлять все пространство подзадач ис-
ходной задачи. Таким образом, если задача  разбита на iP r  подзадач, то  

{ },
21 iP

ri
PiPiP =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫
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⎧
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⎩
⎨
⎧

U UKU  

где  обозначает множество всех допустимых решений задачи . Так 
как данное соотношение должно быть применено к каждому разбиению, 
то { }

{ }iP iP

{ },0 U jPP =  где  – висячая вершина дерева. jP
Понятно, что было бы хорошо избежать дублирования построенных 

решений, т. е. разбивать задачу  на подзадачи  таким об-
разом, чтобы 

iP
riii PPP ,,,

21
K

{ } { } ∅=
qs ii PP I                                               (1.1) 

для любых двух подзадач  и  для которых 
siP

qiP qs ≠ .  
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Хотя условие (1.1) не является необходимым для полноценного поис-
ка с деревом решений, оно, тем не менее, имеет большие выгоды с вы-
числительной точки зрения, так как: 

• для задачи оптимизации  оптимальное решение является решени-
ем одной и только одной подзадачи, представляемой висячей вершиной; 

0P

• для задачи полного перебора объединение множеств решений под-
задач, представляемых висячими вершинами, дает множество всех реше-
ний задачи  без дублирования. 0P

Однако в этом случае необходимо иметь механизм отсева повторяю-
щихся подзадач. Но если количество подзадач велико, то традиционные 
методы отсева (например, использование памяти) могут не работать, по-
этому приходится пересчитывать заново некоторые подзадачи, причем 
многократно. Таким образом, нехватка памяти приводит к многократно-
му увеличению времени работы алгоритма. 

Способы ветвления 
Рассмотрим задачу  с  переменными, в которой некоторая пере-

менная  может принимать только четыре возможных значения, скажем 
 и d . 

iP n

ix
cba ,,

Покомпонентное ветвление 
Возможно разбиение  на четыре подзадачи –  причем 

для подзадачи  мы полагаем 
iP ,,,,

4321 iiii PPPP

1iP ;a=χ  для  полагаем 
2iP ;b=χ  для для 

 полагаем 
3iP ;c=χ  и для для  полагаем 

4iP .d=χ  Каждая из подзадач 
 содержит 1 переменных и, возможно, допускает более 

простое решение, чем задача  (рис. 1.3). 
,,,,

4321 iiii PPPP −n

iP
 

iP  

1iP  
2iP  

3iP  

d=χ  b=χ  c=χa=χ  

4iP  

Рис. 1.3 
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Разбиение по некоторому признаку 
Возможно другое разбиение  на две подзадачи –  где для  мы 

полагаем 
iP ,,

21 ii PP
1iP

;a=χ  а для  полагаем 
2iP ,a≠χ  т. е. ,,cb=χ  или  (рис. 1.4). d

 

iP  

1iP
 

a≠χa=χ  

2iP
 

 
Рис. 1.4 

Еще одно возможное разбиение  на две подзадачи –  где для 
 мы полагаем 

iP ,,
21 ii PP

1iP a=χ  или , а для  полагаем b
2iP c=χ  или  (рис. 1.5). d

1iP  

( )dc,=χ  ( )ba,=χ  

2iP  

iP  

 
Рис. 1.5 

Все ветвления являются допустимыми и удовлетворяют условию 
(1.1). Какому из них отдать предпочтение – зависит от природы решае-
мой задачи, причем возможности первых двух типов используются чаще 
остальных. Но при этом следует отметить, что подзадачи этих подзадач 
могут и не обладать свойством (1.1). Подзадача  оптимальна на подза-
даче 

1iP
a=χ  и подзадача оптимальна на подзадаче 

2iP a=χ . 

7

 



1.2. Способы обхода дерева решений 
Из вышесказанного видно, что всякая подзадача, представляемая вер-

шиной и не поддающаяся решению, может быть в любой момент разбита 
на подзадачи. Существует две основные стратегии в зависимости от того, 
как выбирается следующая висячая вершина для продолжения процесса 
ветвления. 

Фронтальное ветвление 
При такой стратегии ветвление выполняется для наиболее перспек-

тивной вершины так начальная задача  разбивается на подзадачи 
, образуя фронт ветвления. 

0P

kPPP ,,, 21 K

Из этих подзадач выбирается наиболее перспективная подзадача, и 
разбивается на подзадачи, увеличивая количество вершин. 

Вид дерева решений при этом типе поиска показан на рис. 1.6. 

Задача 
решена 

 
 

Рис. 1.6 

Одностороннее ветвление 
При этом типе поиска ветвление осуществляется в последней выбран-

ной подзадаче и такой процесс ветвления продолжается до тех пор, пока 
не будет порождена подзадача, которую можно решить. В этом месте де-
лается возврат, т. е. берется предпоследняя порожденная подзадача и 
ветвление продолжается в соответствующей вершине. 

При этом типе поиска задачи, получаемые на каждом этапе, хранятся 
в стеке вместе с исходной задачей. Вновь получаемые задачи помещают-
ся в стек, а когда подзадача разрешена, она удаляется из стека. 

Вид дерева решений при этом типе поиска, когда разрешается первая 
подзадача, показан на рис. 1.7, где порядок приоритета исследования по-
лучаемых подзадач отражен соответствующей нумерацией. 
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решена 

 
Рис. 1.7 

Такая стратегия часто называется “поиск с возвратом”. Основными ее 
достоинствами является простота реализации и минимизация используе-
мой памяти, так как в отличие от фронтального ветвления нет необходи-
мости хранить формат вершин кандидатов для ветвления. Может пока-
заться, что аналогичным образом ведет себя и поиск в глубину при обходе 
вершин графа. В поиске в глубину мы строили глубинное дерево поиска 
(т. е. расширяли некоторый частичный путь до тех пор, пока из конечной 
вершины этого частичного пути можно еще куда-нибудь пойти). Если же 
нам не удается расширить частичный путь, то происходит возврат по де-
реву на шаг назад и делается попытка движения в другом направлении. 
Заметим, что при дальнейшем движении при поиске в глубину нам бу-
дут доступны лишь те вершины, которые ранее никогда не посещались. 
Для алгоритма полного перебора вариантов при расширении частичного 
решения такого ограничения нет. Проиллюстрируем это на следующем 
примере. 

Предположим, что для графа, приведенного на рис. 1.8, необходимо 
найти элементарный маршрут между 1-ой и 6-ой вершинами, используя 
алгоритм поиска в глубину. 
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В результате поиска получаем корневое дерево поиска в глубину, 
представленное на рис. 1.9. Несложно увидеть, что в корневом дереве 
поиска в глубину нет повторяющихся вершин. 

Рис. 1.9 

1

2

4 3

5

1 

3 

65 

2

Рис. 1.8 

4

6

Построим теперь для графа, приведенного на рис. 1.8, все элементар-
ные маршруты между 1-ой и 6-ой вершинами, используя алгоритм пол-
ного перебора вариантов с односторонним ветвлением.  

Ветвление будет начато в вершине с номером 1. Если выбраны неко-
торые вершины графа  в качестве частичного решения, то при 
выборе очередной вершины  множество возможных выборов пред-
ставляет собой вершины графа, которые смежны с вершиной  и от-

12,1 ,, −kvvv K

kv

1−kv
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личны от вершин . Ветвление в некоторой вершине  закон-
чится, когда  (частичное решение является решением задачи) или 
текущее частичное решение из вершины  не может быть больше рас-
ширено. 

12,1 ,, −kvvv K kv
6=kv

kv

Применяя данную стратегию для графа, изображенного на рис. 1.8, 
получим следующую древовидную структуру (рис. 1.10). Сгенерировано 
четыре различных пути из 1-ой вершины графа в 6-ую вершину 
( ).  631;6531;421;65321 →→→→→→→→→→→

Несложно увидеть, что в дереве решений (рис. 1.10) некоторые вер-
шины повторяются. 
 
 
 

1

3

6 5 

4

2

3 2 5 6 

4 6

6 

 
Рис. 1.10 

1.3. Сокращение числа необходимых для решения подзадач:  
отсев возможных вариантов ветвления 

Основной целью при организации перебора вариантов решения явля-
ется сокращение количества решаемых подзадач. Рассмотрим три стра-
тегии, которые предназначены для отсева неперспективных вариантов 
ветвления. 

1. Отсев по повторению (исключение повторяющихся подзадач). 
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2. Отсев по допустимости (если когда-то пришли в некоторое мно-
жество и выяснили, что оно нам ничего допустимого не дает, то незачем 
в дальнейшем туда ходить). 

3. Отсев по рекорду (если заранее можно определить, что некоторая 
подзадача не даст решения лучше, чем построенное алгоритмом ранее 
(рекорд), то незачем решать такую подзадачу). 

Отсев по повторению  
Кликой графа ),( EVG =  называется такое максимальное по включе-

нию подмножество вершин графа, что любые две вершины этого под-
множества соединены ребром. 

Для графа, приведенного на рис. 1.11, мы имеем три клики: 
1, 2, 3 
3, 5, 6 
2,4. 

1 

3 

65 

2 4

 
Рис. 1.11 

Одним из алгоритмов построения множества всех клик графа являет-
ся поиск с возвратом. Каждая вершина дерева поиска будет соответство-
вать полному подграфу графа (полный подграф задается множеством его 
вершин), а каждое ребро дерева поиска – вершине графа. Корень дерева– 
пустое множество вершин.  

Предположим, что некоторой вершине дерева поиска поставлен в со-
ответствие полный подграф графа с множеством вершин C. Пусть вер-
шина w графа смежна с каждой из вершин множества C. Тогда вершина 

 будет сыном вершины С, а ребро, идущее от C к  будет 
соответствовать вершине w. Если не существует вершин смежных с каж-

{ }wC ∪ { }wC ∪
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дой из вершин множества С, то ветвление в соответствующей вершине 
дерева завершено и данная висячая вершина порождает клику графа.  

Для графа, изображенного на рис. 1.11 дерево решений будет иметь 
следующий вид (рис. 1.12): 
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Рис. 1.12 

На рис. 1.12 мы видим, что поиск с возвратом привел нас к тому, что 
мы породили 14 клик, но только три из них различны (выделены подчер-
киванием).  

Число клик в графе может расти экспоненциально относительно числа 
вершин. Поэтому важно при построении дерева решений избегать по-
вторений. Для того, чтобы избежать повторений, будем использовать 
следующие две теоремы. 

Теорема 1.1. Пусть С – некоторая вершина дерева поиска с возвратом, 
а  – ее первый сын, который должен быть исследован. Предпо-
ложим, что все поддеревья вершины 

{ }wC ∪
{ }wC ∪  уже исследованы, и при 

этом порождены все клики, включающие вершины множества { }wC ∪ . 
Тогда необходимо исследовать только тех из оставшихся сыновей вер-
шины С,  которые не смежны с вершиной w графа (рис. 1.13). 
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С 

{ }wC ∪  

( ) Ewv ∈,  

{ }vC ∪  

 
Рис. 1.13 

Данная теорема применяется только к первому исследуемому сыну 
вершины поиска С и не применима к оставшимся его сыновьям. 

Теорема 1.2. Пусть С – некоторая вершина дерева поиска с возвратом 
и C– ее предок в дереве поиска с возвратом. Если все поддеревья верши-
ны { }wC ∪  уже исследованы, и при этом порождены все клики, вклю-
чающие вершины множества { }wC ∪ , то все не исследованные поддере-
вья с корнями в вершине { }wC ∪  можно проигнорировать. 

 

С

{ }wC ∪  

С

{ }wC ∪
 

 
Рис. 1.14 

С учетом приведенных теорем 1.1 и 1.2 (отсев по повторению) дерево 
решений поиска с возвратом для графа, приведенного на рис. 1.11, будет 
иметь следующий вид (рис. 1.15). 
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Рис. 1.15 

Алгоритм можно улучшить, если более аккуратно выбирать корень 
первого исследуемого поддерева. В соответствии с теоремой 1.1, такой 
вершиной должна быть вершина, которая смежна с наибольшим количе-
ством вершин, так как такой выбор позволит отсечь наибольшее число 
поддеревьев. 

Одним из наиболее простых и используемых способов отсева по по-
вторению является построение подзадач в лексикографическом порядке, 
который гарантирует однозначность решений. Однако такой подход не 
всегда сочетается с другими способами отсечения. 

Отсев по допустимости 
Рассмотрим задачу определения множество всех контуров ориентиро-

ванного графа (орграфа) ( ) mUnVUVG === ,,, . 
Достаточно просто ответить на вопрос: содержит ли неориентирован-

ный граф (в дальнейшем просто граф) цикл (или орграф – контур)? Для 
этого достаточно для графа (орграфа) выполнить алгоритм поиска в глу-
бину с пометкой ребер (дуг). Граф (орграф) содержит цикл (контур) то-
гда и только тогда, когда в нем будет существовать хотя бы одно обрат-
ное ребро (дуга).  

Не сложной является и задача построения фундаментального множе-
ства циклов графа  (такого минимального множества циклов, 
из которого могут быть построены все циклы графа). Для решения этой 
задачи мы выполняем поиск в глубину, помечая при этом все ребра гра-
фа как «древесные» или «обратные». Во время этого поиска будет по-
строено глубинное дерево (дереву принадлежат все ребра графа, которые 
были помечены как древесные). Каждое обратное ребро при добавлении 

( EVG ,= )

Теорема 1.1 

0

2 
3

4 5 61
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к глубинному дереву поиска порождает ровно один цикл. Мощность 
фундаментального множества циклов графа равна 1−− VE . 

Проиллюстрируем построение фундаментального множества циклов 
для графа, изображенного на рис. 1.16.  

1 

3 

4 

2 

 
Рис. 1.16 

Для заданного графа, начиная, например, с вершины 1, выполним ал-
горитм поиска в глубину. На рис. 1.16 ребра глубинного дерева поиска 
выделены жирными линиями. Обратными являются ребра  и . 
На рис. 1.17 показано фундаментальное множество циклов заданного 
графа.  

( )3,1 ( )4,2
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2 

Рис. 1.17 

Более сложной является задача построения множества всех контуров 
орграфа. Очевидно, что если мы научимся решать эту задачу для оргра-
фа, то мы решим ее и для графа (каждое ребро графа заменим двумя ду-
гами с противоположными направлениями).  

Заметим, что количество всех контуров полного орграфа с n верши-
нами может иметь порядок ( )!1−n . Поэтому важной является задача от-
сечения повторяющихся контуров, а также отсев неперспективных ветв-
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лений (т. е. таких путей, которые заведомо не дадут контура). Для отсева 
повторяющихся контуров введем понятие корня контура.  
Корень контура – вершина с наименьшим номером среди всех вер-

шин этого контура (для контура 3  корнем является верши-
на 2). 

623 →→→

Алгоритм 
Последовательно будем строить контуры с корнями в вершинах 

. n,,2,1 K

Для построения всех контуров с корнем в вершине s поступаем сле-
дующим образом. 

• Считаем, что все вершины орграфа не заблокированы, т. е. доступ-
ны.  

• Поиском в глубину (идем в вершины, которые не заблокированы) 
строим ориентированный путь ( )kvvvs ,,,, 21 K  такой, что kisvi ≤≤∀> 1  
(отсечение по повторению). Как только вершина присоединяется к пути, 
она сразу же блокируется (за исключением вершины s). Блокирование 
вершин , присоединяемых к пути, выполняется для того, чтобы не до-

пустить прохождение контуров с корнями в вершинах . 
iv

iv
• Контур с корнем в вершине s построен, если на некотором шаге ал-

горитма . После построения контура svk =+1 ( )svvvs k ,,,,, 21 K  исследуем 
следующую дугу, выходящую из вершины , и если она ведет в не за-
блокированную вершину, то продолжаем поиск в глубину из этой вер-
шины. Если же оказывается, что все дуги, выходящие из вершины  ис-
следованы, то возвращаемся в вершину  и исследуем выходящие из 
нее пути. Если из некоторой вершины  был найден хотя бы один кон-
тур с корнем в стартовой вершине s, то при возврате из вершины  она 
должна быть разблокирована (в противном случае вершина остается за-
блокированной даже после возвращения из нее). В свою очередь если на 
некотором этапе произошло разблокирование некоторой вершины , то 
при этом вершины, которые не принадлежат рассматриваемому пути 

 и являются предшественника вершины  (являются на-
чалами дуг, входящих в вершину ) также должны быть разблокирова-
ны. Таким образом, разблокирование некоторой вершины пути может 
привести к цепочке разблокирования других ранее заблокированных 
вершин (отсечение по допустимости). 

kv

kv

1−kv

kv
kv

iv

ivvs →→→ K1 iv

iv
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• Процедура построения контура с корнем в вершине s завершится, 
когда мы попытаемся вернуться во время поиска в глубину за вершину s. 
После того, как все контуры с корнем в вершине s будут построены, 
вершина s может быть удалена из орграфа вместе с инцидентными ей ду-
гами.  

Проиллюстрируем работу алгоритма на следующем примере. Для 
графа, изображенного на рис. 1.18, построить множество всех контуров с 
корнем в вершине 1, используя отсечения по повторению и допустимо-
сти. 

2 

3 

4 

5 

1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.18 

При поиске контуров с корнем в вершине 1 мы построим путь 
 (рис. 1.19).  54321 →→→→

Рис. 1.19 

1

2 

3 

4 

5 

1

5

3

1 4

5 разблокированна 
4 разблокированна 
3 разблокированна

После чего все вершины (за исключением вершины 1) станут забло-
кированными, а контур с корнем в вершине 1 не построен. Поэтому бу-
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дет осуществлен возврат из вершины 5, но при этом она останется забло-
кированной. Аналогично произойдет и с вершиной 4.  

Для пути 3 существует еще одна не просмотренная дуга 
, приводящая к контуру. Поэтому после того, как будет осуществ-

лен возврат из вершины 3, она станет разблокированной. Разблокирова-
ние вершины 3 повлечет за собой разблокирование вершины 5 (вершина 
5 не принадлежит пути 3 и является предшественником верши-
ны 3 в орграфе). В свою очередь, разблокирование вершины приведет к 
разблокированию вершины 4.  

21 →→
13→

21 →→

Теперь при возврате из вершины 3 в вершину 2 у нас есть три разбло-
кированные вершины: 3, 4 и 5. Продолжаем поиск в глубину из вершины 
2 по ранее не исследованным дугам. Из вершины 2 идем по не просмот-
ренной дуге  в незаблокированную вершину 5 (блокируем ее), а за-
тем из вершины 5 в незаблокированную вершину 3 (блокируем ее) и на-
конец в вершину 1 (рис. 1.19). Получаем контур . Ис-
следуем далее дуги, выходящие из вершины 3. Двигаемся из вершины 3 
по еще не просмотренной дуге в незаблокированную вершину 4 (блоки-
руем), а далее пути нет так как все вершины заблокированы 
( 4 ). Возвращаемся из вершины 4, оставляя ее заблоки-
рованной. Осуществляем возврат из вершины 3, так как все ребра, выхо-
дящие из этой вершины обследованы. Вершина 3 становится разблоки-
рованной (из нее был контур в вершину 1). Осуществляем возврат из 
вершины 5 (разблокирована), что приводит к разблокировке вершины с 
номером 4. Затем осуществляем возврат и из вершины 2 (разблокирова-
на) так как все дуги, выходящие из этой вершины исследованы. После 
чего осуществляется возврат из вершины 1 и алгоритм построения кон-
туров с корнем в вершине 1 завершен (рис. 1.19).  

52 →

1

1

3521 →→→→

3521 →→→→

В результате построены два контура с корнем в вершине 
1:  и . 1321 →→→ 3521 →→→→

Пример 1.1. Построить множество контуров, для орграфа, изобра-
женного на рис. 1.20, используя отсечения по повторению и допустимости. 
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Рис. 1.20 

Решение. Последовательность действий построения множества конту-

ров с корнем в вершине 1 приведена на рис. 1.21. 
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Рис. 1.21 
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Контуры с корнем в вершине 1 построены: 
 

162431
125431

1631
162531

1621
16321

→→→→→
→→→→→

→→→
→→→→→

→→→
→→→→

 

Удаляем из орграфа, приведенного на рис. 1.20 вершину 1 вместе с 

инцидентными ей дугами и для модифицированного орграфа (рис. 1.22) 

строим множество контуров с корнем в вершине 2.  

 

 

6 

3 

4 

2 

5 

Рис. 1.22 
Получаем следующее дерево ветвления на подзадачи (рис. 1.23). 
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Рис. 1.23 
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Контуры с корнем в вершине 2 построены:  
 

.2532
25432

→→→
→→→→  

 
Удаляем из орграфа, приведенного на рис. 1.22 вершину 2 вместе с 

инцидентными ей дугами (рис. 1.24).  
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Рис. 1.24 
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В модифицированном орграфе контуров нет, и алгоритм заканчивает 

свою работу. 
Отсев по рекорду  

(применение оценок) 
Предположим, что каждому решению (в том числе частичному) соот-

ветствует некоторая целевая функция ( )k,x,,xxF K21 , причем 
( ) ( ).12121 +≤ kk ,x,,xxF,x,,xxF KK  

Во многих задачах дискретной оптимизации целевая функция удовле-
творяет равенству: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ,2112121 kkkk xfxfxfxf,x,,xxF,x,,xxF + )++=+= − LKK  
где  Такая функция является сепарабельной. ( ) .,,1,0 nkxf k K=≥

В задаче минимизации необходими найти все решения с минималь-
ным значением целевой функции, а в задаче максимизации – с макси-
мальным значением. 

При организации перебора вариантов решения строится дерево вари-
антов, причем частичным решениям соответствуют внутренние вершины 
дерева, а решениям исходной задачи – листья. Целью организации поис-
ка является такой обход древа, который позволяет построить все опти-
мальные решения, просмотрев минимальное число вершин дерева. Са-
мым простым решением поставленной задачи является полный обход 
дерева. Однако существуют механизмы, позволяющие для многих задач 
существенно сократить число рассматриваемых вершин. Для этого дос-
таточно определить, какие из подзадач целесообразно рассматривать 
(ветвить), а какие являются неперспективными и их можно игнорировать 
в силу того факта, что они заведомо не приведут к построению опти-
мального решения.  

Для этого определим следующие основные понятия. 
1. *F – значение оптимального решения задачи. 
2. F – рекорд, который является значением наилучшего известного ре-
шения. Рекорд характеризует приближение к оптимальному решению. 
Поэтому важно удачно выбрать начальное рекордное решение. Его нахо-
дят обычно с помощью приближенных методов решения исходной задачи. 
Если не известно ни одного допустимого решения исходной задачи, то не 
остается ничего другого, как положить значение F равным бесконечности, 
для задачи минимизации и 0 для задачи максимизации (считая, что ). 0* ≥F
3. Вершине х дерева ветвления соответствует некоторое частичное реше-
ние, в котором часть переменных ( )k,x,,xxx K21=  зафиксирована, а ос-
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тальные переменные ( nk ,x,xx K1+= )  являются свободными, т.е. пока еще 
не определены. Значение частичного решения x определим как 

. ( ) ( ) ( ) ( )kxfxfxfxF +++= L21
4. Подзадача для вершины x – это задача на свободных, пока еще не за-
фиксированных переменных (в наших обозначениях на переменных 

( )nk ,x,xx K1+= ) при некоторой фиксированной части переменных 
. Для подзадачи определим верхнюю и нижнюю оценки: ( k,x,,xxx K21= )

( ) ( ),)( xВОxoptxНО ≤≤  
где )(xopt – значение оптимального решения подзадачи x (рис. 1.25). 
 

Рис. 1.25 

нижн. 
оценка 

верхняя оценка опт. реш
ние 

е-

Для вычисления оценки, существует несколько способов. Часто рас-
сматривается более общая задача, которая легко решается. Для этого, на-
пример, от дискретных переменных переходят к непрерывным, либо 
убирают (ослабляют) некоторые ограничения, тем самым гарантируя, 
что значение оптимального решения более общей задачи не больше в за-
даче минимизации и не меньше в задаче максимизации, чем значение оп-
тимального решения исходной задачи. Затем значение оптимальное ре-
шение более общей задачи берется в качестве оценки. 

Если в задаче минимизации для вершины дерева x выполняется нера-
венство  

( ) ( )xНОxFF +< , 
то понятно, что  

( ) ( )xoptxFF +<  
поэтому частичное решение x не приведет нас к оптимальному решению. 
Следовательно, для вершины x можно производить отсечение по рекор-
ду. Очевидно, что в качестве нижней оценки в задаче минимизации мож-
но всегда взять ( ) 0=xНО . В этом случае отсечение частичного решения 
по рекорду происходит только в случае, если значение целевой функции 
для частичного решения больше значения рекорда. 

Аналогично, если в задаче максимизации для вершины дерева x вы-
полняется неравенство 
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( ) ( )xВОxFF +> , то 
( ) ( ),xoptxFF +>  

следовательно частичное решение x не приведет нас к оптимальному ре-
шению и можно выполнить отсечение вершины x по рекорду. В качестве 
верхней оценки в задаче максимизации можно взять ( ) +∞=xBO . В этом 
случае отсечения частичного решения по рекорду не происходят нико-
гда, происходит только пересчет рекорда, следовательно выполняется 
полный обход дерева решений. 

Метод организации перебора вариантов решения с отсечениями по 
рекорду часто называют методом «ветвей и границ». 

Рассмотрим задачу минимизации. 
Теорема 1.3. Если нижняя оценка подзадачи совпадает со значением 

ее оптимального решения, т. е. 
( ) ),(xoptxНО =  

то это позволяет генерировать для задачи минимизации только опти-
мальные решения, отсекая в дереве все неперспективные частичные ре-
шения. 
Доказательство. Рассмотрим частичное решение ∅=x , в котором ни 

одна из переменных не зафиксирована. Тогда подзадача для x – это зада-
ча на переменных ( n,x,xx K1= ) , т. е. исходная задача. Более того, так как 
по условию теоремы 

( ) ( ) *FxoptxНО == , 
то нижняя оценка исходной задачи совпадает со значением ее оптималь-
ного решения. Поэтому, вычислив для подзадачи ( )n,x,xx K1=  нижнюю 
оценку мы тем самым получили значение оптимального решения исход-
ной задачи.  

Теперь, выбирая в качестве рекорда F значение оптимального реше-
ния исходной задачи *F , мы будем рассматривать только те частичные 
решения, для которых  

( ) ( )xoptxFF +=*  
тем самым гарантируя получение только оптимальных решений и отсе-
кая все неперспективные частичные решения. Доказательство завершено. 

Аналогично, для задачи максимизации справедлива следующая теорема. 
Теорема 1.4. Если верхняя оценка подзадачи совпадает со значением 

ее оптимального решения, т. е. 
( ) ),(xoptxВО =  
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то это позволяет генерировать для задачи максимизации только опти-
мальные решения, отсекая в дереве все неперспективные частичные ре-
шения. 

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 1.3.  
Следует заметить, что в случае совпадения оценки с оптимальным 

решением при генерации всех оптимальных решений трудоемкость бу-
дет зависеть от количества решений, трудоемкости вычисления оценки и 
высоты дерева перебора. 

Пример 1.2.  Проиллюстрируем отсев по рекорду на следующем при-
мере. Имеется клеточное поле размера MN × , в некоторых позициях ко-
торого расставлены фигуры. Необходимо найти все кратчайшие маршру-
ты коня между двумя заданными позициями: s – стартовой и t – финаль-
ной.  
Решение. Дерево перебора вариантов решения для данной задачи бу-

дет иметь следующий вид. Вершинам дерева соответствуют позиции 
шахматной доски. Корень дерева – стартовая позиция s.  

Частичное решение для вершины дерева x – это путь из корня дерева в 
вершину x (т. е. последовательность ходов коня из позиции s шахматной 
доски в позицию x). Значение целевой функции на частичном решении 
( ) определяется как длина пути из корня дерева в вершину x 
( ).  

( )xF
( ) 0=sF
Сыновья вершины x – всевозможные пути, которые получаются путем 

добавления к частичному решению, соответствующему вершине x, одно-
го хода конем. 

( ) ( )( ) 1+= vотецFvF . 
Пусть x – некоторая вершина дерева. Тогда подзадача для данной 

вершины – это путь коня из позиции x шахматной доски в точку финиша 
f. Нижнюю оценку для подзадачи ( )xНО  определим как длину кратчай-
шего пути коня на шахматной доске из позиции x в позицию f. Нетрудно 
заметить, что нижняя оценка подзадачи совпадает со значением ее опти-
мального решения: 

( ) ( ).xoptxНО =  
Это обеспечивает просмотр только таких вершин дерева, которые со-

ответствуют кратчайшему пути коня. В качестве рекорда возьмем длину 
кратчайшего пути коня из стартовой позиции шахматной доски в фи-
нишную позицию. 

Пусть x – некоторая вершина дерева, тогда данная вершина рассмат-
ривается в качестве перспективной, если 
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( ) ( ) ( ) ( )xoptxFxНОxFF +=+=*  
и неперспективной, в противном случае (отсечение по рекорду).  

Очередное оптимальное решение задачи построено, когда . fx =
Для эффективного вычисления рекорда *F  и нижних оценок подзадач 
( )xНО  сопоставим шахматной доске граф и выполним поиск в ширину 

(конем) из точки финиша f в точку старта s. При этом все достижимые из 
точки финиша f позиции шахматной доски получат метки, которые яв-
ляются нижними оценками подзадач, соответствующих данным позици-
ям. Метка, которая будет присвоена позиции, s есть рекорд *F . 

Трудоемкость описанного алгоритма – это трудоемкость вычисления 
рекорда и нижних оценок подзадач и трудоемкость построения кратчай-
ших путей. Так как трудоёмкость поиска в ширину есть , где N – 
количество пустых клеток на доске, а трудоёмкость алгоритма восста-
новления путей есть , где k – количество кратчайших путей и l – 
длина кратчайшего пути, то трудоёмкость всего алгоритма есть 

. 

( )NΟ

( lk ⋅Ο )

( )lkN ⋅+Ο
Проиллюстрируем данный алгоритм на конкретном примере. Пусть  

( ) ( ).4,4,1,1,4 ==== fsMN  
Построим все кратчайшие пути коня из позиции s шахматной доски в 

позицию f. 
После выполнения поиска в ширину из позиции f в позицию s, матри-

ца нижних оценок подзадач будет иметь следующий вид: 
 

03254
34123
21432
52321

4321j
i

 

Рекорд 2* =F . Дерево решений для данного примера представлено на 
рис. 1.26.  
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Рис. 1.26 

Как видно из рис. 1.26, вершины  являлись перспективными, а 
для вершин  было выполнено отсечение по рекорду: 

21, xx

8743 ,,, xxxx

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) .4222
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Вершины  порождают оптимальные решения задачи: 65, xx
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .4,43,21,1:

4,42,31,1:

6

5

fsx
fsx

=→→=
=→→=

 

1.4. Функции ветвления 
Как при поиске по глубине, так и при поиске по ширине выбор оче-

редной вершины для ветвления не был полностью определен. При поис-
ке по глубине, когда после ветвления задача  разбивается на подзадачи 

 очередное ветвление, как уже говорилось, производится в 
одной из этих только что порожденных подзадач. Но мы не указали в ка-
кой именно, и любая из них может рассматриваться как "последняя по-

iP

riii PPP ,,,
21
K
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рожденная". При поиске по ширине, как уже было сказано, все подзадачи 
данного уровня должны исследоваться до задач следующего уровня, но 
не был указан порядок их исследования. 

Функция ветвления – это функция, которая позволяет "вычислить", 
какая из допустимых вершин должна использоваться при следующем 
ветвлении. Для вершины, соответствующей подзадаче , эта функция 
является некоторой мерой вероятности того, что оптимальное решение 
всей задачи  является решением для . Совершенно очевидно, что 
вершина, соответствующая подзадаче с большими шансами на опти-
мальное решение, должна пользоваться правом преимущественного вы-
бора при очередном ветвлении. Можно указать несколько эвристических 
мер этой вероятности, причем одна из полезных мер связана просто с 
вычислением для вершин нижних или верхних границ. Для такой меры 
вершина с более низкой нижней границей (для случая минимизации) 
считается имеющей большую вероятность. 

jP

0P jP

После введения понятия функции ветвления сразу же возникает 
мысль о другом типе поиска с деревом решений (в дополнение к описан-
ным ранее поискам по глубине и ширине). Можно использовать функ-
цию ветвления и так, чтобы она полностью определяла выбор следую-
щей для ветвления вершины. Например, если значениями функции ветв-
ления являются границы вершин (нижние и верхние), как упоминалось 
выше, то всегда можно производить ветвление в той висячей вершине, 
нижняя граница которой наименьшая. Этот тип поиска является, вообще 
говоря, гибридом поисков по глубине и ширине, хотя в литературе он 
часто называется поиском по ширине.  

Пример 1.3. Имеется клеточное поле размера MN × , в некоторых по-
зициях которого расставлено K черных фигур. Необходимо расставить 
минимальное число белых ладей, чтобы пробивались все свободные по-
зиции. 
Решение. Вершинам дерева перебора вариантов будут соответствовать 

некоторые расстановки ладей. В корне дерева перебора находится задан-
ная расстановка черных фигур. Ветвление осуществляется следующим 
образом: пусть x – некоторая вершина дерева, тогда множеством её сы-
новей будет множество расстановок с добавленной новой ладьи к уже 
имеющейся расстановке, описываемой данной вершиной x. Таким обра-
зом, на глубине l дерева решений на шахматной доске будет находиться l 
ладей. Обход осуществляется в лексикографическом порядке. Такой спо-
соб обхода гарантирует отсутствие повторений и возможность получе-
ния любой целесообразной расстановки. Рекорд вычисляется после пер-
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вого завершённого обхода дерева (построен первый «лист») и впоследст-
вии может быть улучшен.  

Возможные отсечения 
1) По рекорду. Если на некотором шаге видно, что для частичного 

решения, соответствующего вершине x, количество ладей в конечной 
расстановке будет больше (либо даже не меньше), чем полученный ре-
корд, то выполняем отсечение вершины x по рекорду (здесь нижняя 
оценка подзадачи равна 0). Если для вершины x количество уже постав-
ленных ладей плюс минимум из свободных вертикалей и горизонталей 
больше рекорда, то ветвить далее смысла нет, и мы выполняем отсечение 
вершины x. 

2) По доминированию. Если клетка, в которую возможна постановка 
ладьи на некотором шаге, уже пробивается, то ставить ладью в эту клет-
ку не имеет смысла, т.к., очевидно, что, поставив ладью в первую не 
пробивающуюся клетку, следующую в лексикографическом порядке за 
данной, мы получим большее множество пробивающихся клеток. 

3) Построение нижней оценки. Построим двудольный граф. Вершины 
первой доли – вертикали шахматной доски. Вершины второй доли – 
горизонтали. Ребро между двумя вершинами двудольного графа прово-
дится в том случае, если соответствующие вертикаль и горизонталь пе-
ресекаются.  

Под наибольшим паросочетанием будем понимать такое паросочета-
ние, которое не является подмножеством никакого другого наибольшего 
паросочетания (наибольшее по включению). Для двудольного графа, 
приведенного на рис. 1.27, мы имеем два наибольших паросочетания: 

.  ( ){ } ( ) ({ }'1,2,'2,1'1,1 и )

Рис. 1.27 
2 2

1’1

Минимальное наибольшее паросочетание это паросочетание мини-
мальной мощности среди наибольших паросочетаний. Для двудольного 
графа, приведенного на рис. 1.27 минимальное наибольшее паросочета-
ние:  ( ){ }.'1,1

Точной оценкой задачи является мощность минимального наибольше-
го паросочетания в построенном двудольном графе. Более того, по тако-
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му паросочетанию можно восстановить решение: расстановкой являются 
белые ладьи, соответсвующие рёбрам, входящим в минимальное наи-
большее паросочетание (каждое ребро двудольного графа задает пози-
цию шахматной доски). Изолированные точки отдельно не рассматрива-
ются, т.к. они в любом случае обойдутся при обходе в лексикографиче-
ском порядке. В этом случае граф будет иметь столько компонент связ-
ности, сколько изолированных компонент будет иметь начальная расста-
новка. Оценка сначала применяется к каждой доле, после чого неравен-
ства складываются почленно и получается оценка для всего графа.  

Точная оценка позволяет строить только те узлы дерева, которые при-
ведут к построению оптимального решения.  

1.5. Задачи для самостоятельного решения 
1. Имеется клеточное поле размера NM × , в некоторых позициях ко-

торого расставлены черные фигуры, M – количество столбцов, а N – ко-
личество строк. Расставить минимальное число белых коней, чтобы про-
бивались все свободные позиции. 

Рекомендация: минимальное вершинное покрытие графа, вершинами 
которого будут все свободные клетки, и будет существовать ребро (x,y), 
если при постановке коня в клетку x будет пробиваться клетка y. 

2. Имеется клеточное поле размера NM × , в некоторых позициях ко-
торого расставлено K черных фигур. Необходимо расставить минималь-
ное число белых ладей, чтобы пробивались все свободные позиции. 

Рекомендация: двудольный граф с вершинами первой доли – 
вертикали шахматной доски, второй доли – горизонтали, ребро между 
двумя вершинами двудольного графа проводится в том случае, если со-
ответствующие вертикаль и горизонталь пересекаются. 

3. Имеется клеточное поле размера NM × , в некоторых позициях ко-
торого расставлено K черных фигур. Необходимо расставить минималь-
ное число белых ферзей, чтобы пробивались все свободные позиции. 

Рекомендация: минимальное вершинное покрытие графа, вершинами 
которого будут все свободные клетки. 

4. Имеется клеточное поле размера NM × , в некоторых позициях ко-
торого расставлено K черных фигур. Необходимо расставить минималь-
ное число белых слонов, чтобы пробивались все свободные позиции. 

Рекомендация: минимальное вершинное покрытие графа, вершинами 
которого будут все свободные клетки. 

5. Имеется клеточное поле размера NM × , в некоторых позициях ко-
торого расставлено K черных фигур. Необходимо расставить минималь-
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ное количество коней, чтобы они пробивали все клетки доски не менее K 
раз. 

Рекомендация: двудольный граф вершинам первой доли соответству-
ют диагонали «слева-направо», вершинам второй доли соответствуют 
диагонали «справа-налево»; в двудольном графе будем проводить ребро 
(а, b) в том и только в том случае, если а и b пересекаются.  

6. Имеется клеточное поле размера NM × , в некоторых позициях ко-
торого расставлено K черных фигур. Необходимо расставить минималь-
ное количество ферзей, чтобы они пробивали все клетки доски не менее 
K раз. 

Рекомендация: двудольный граф вершинам первой доли соответству-
ют диагонали «слева-направо», вершинам второй доли соответствуют 
диагонали «справа-налево»; в двудольном графе будем проводить ребро 
(а, b) в том и только в том случае, если а и b пересекаются. 

7. Имеется клеточное поле размера NM × , в некоторых позициях ко-
торого расставлено K черных фигур. Необходимо расставить максималь-
ное число белых коней, чтобы они не били друг друга. 

Рекомендация: двудольный граф, соответствующий нашей доске: 
вершины – клетки не занятые черными фигурами, ребро между верши-
ной А и В устанавливается в том случае, если конь за один ход может по-
пасть из вершины А в вершину B. 

8. Имеется клеточное поле размера MN × , в некоторых позициях ко-
торого расставлено K черных фигур. Необходимо расставить максималь-
ное число белых ладей, чтобы они не били друг друга. 

Рекомендация: двудольный граф, соответствующий нашей доске: 
вершины – горизонтальные (вертикальные) блоки (последовательность 
свободных клеток доски, расположенных одна за другой по горизонтали 
(вертикали)), между вершинами a и b существует ребро, если на доске 
существует свободная клетка, принадлежащая блокам, соответствующим 
вершинам a и b (т. е. клетки доски отображаются в ребра графа). 

9. Имеется клеточное поле размера MN × , в некоторых позициях ко-
торого расставлено K черных фигур. Необходимо расставить максималь-
ное число белых ферзей, чтобы они не били друг друга. 

Рекомендация: поиск максимального паросочетания в графе, ребрами 
которого являются вертикали, горизонтали и диагонали шахматной доски. 

10. Имеется клеточное поле размера MN × , в некоторых позициях ко-
торого расставлено K черных фигур. Необходимо расставить максималь-
ное число белых слонов так, чтобы они не били друг друга. 

Рекомендация: проведем на доске все диагонали справа налево и 
сверху вниз (множество А). Каждой диагонали сопоставим вершину гра-
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фа. Аналогично проведем все диагонали слева направо и сверху вниз 
(множество В) и каждой диагонали сопоставим вершину графа. В полу-
ченном графе найдем максимальное парасочетание, которое и будет мак-
симальным количеством расставленных слонов, которые не бьют друг 
друга. 

11. Имеется клеточное поле размера MN × , в некоторых позициях ко-
торого расставлены фигуры. Необходимо найти все кратчайшие маршру-
ты коня между двумя заданными позициями: s – стартовой и t – финаль-
ной. 

Рекомендация: двудольный граф, соответствующий нашей доске: 
вершины – клетки не занятые черными фигурами, ребро между верши-
ной А и В устанавливается в том случае, если конь за один ход может по-
пасть из вершины А в вершину B. 

12. Имеется клеточное поле размера MN × , в некоторых позициях ко-
торого расставлены фигуры. Необходимо найти все кратчайшие маршру-
ты ладьи между двумя заданными позициями: s – стартовой и t – фи-
нальной. 

Рекомендация: двудольный граф, соответствующий нашей доске: 
вершины – клетки не занятые черными фигурами, ребро между верши-
ной А и В устанавливается в том случае, если ладья за один ход может 
попасть из вершины А в вершину В. 

13. Имеется клеточное поле размера MN × , в некоторых позициях ко-
торого расставлены фигуры. Необходимо найти все кратчайшие маршру-
ты ферзя между двумя заданными позициями: s – стартовой и t – фи-
нальной. 

Рекомендация: двудольный граф, соответствующий нашей доске: 
вершины – клетки не занятые черными фигурами, ребро между верши-
ной А и В устанавливается в том случае, если ферзь за один ход может 
попасть из вершины А в вершину В. 

14. Найти все возможные различные разрезы доски размером NN ×  
(N=2K– чётное) на две одинаковые по форме связные фигуры. 

15. Составить из костяшек одного набора домино все магические 
квадраты размера . Костяшки можно класть только горизонтально, 
костяшка занимает 2 клетки по горизонтали и 1 по вертикали. Каждая 
костяшка из набора в каждом отдельно взятом квадрате используется не 
более одного раза. Магическим квадратом называется квадратная число-
вая матрица, у которой суммы элементов во всех строках, всех столбцах 
и на двух главных диагоналях совпадают. 

44×

Рекомендация: дерево решений представляет собой дерево, в котором 
у каждой вершины может быть до 7 потомков и каждое ребро имеет мет-
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ку из множества {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Вершина дерева глубины k задает 
частично построенный квадрат. 

16. Составить из костяшек набора домино все возможные замкнутые 
цепочки прямоугольной формы. 

Рекомендация: поиск простых циклов, начинающихся в вершинах 
(a,a) в ориентированном графе, построенном по следующему правилу: 
каждой доминошке, кроме доминошек вида (a,a), соответствуют две 
вершины графа (a,b) и (b,a). В доминошку (a,b) входят дуги из всех доми-
ношек со второй цифрой а, а выходят – с первой цифрой b. В (b,a) наобо-
рот. 

17. Задаются 2 матрицы. Необходимо покрыть их с помощью набора 
фишек домино. 

Рекомендация: дерево решений бинарное. 
18. Имеется клеточное поле размера NM × , в некоторых позициях ко-

торого расставлены черные фигуры. Необходимо выложить его фигура-
ми вида 
_____            __ 
|__|__|       __|__|__     
   |__|        |__|__|__|    

19. Раскрасить вершины графа в минимальное число цветов, смежные 
вершины должны иметь разные цвета. 

Рекомендация: в дереве прербора: вершина – номер вершины в графе; 
ребро – номер цвета, в который выкрашиваем вершину. Каждая вершина 
имеет (k + 1) сыновей, где k – количество цветов уже использованных для 
раскраски графа. 

20. Имеется клеточное поле размера MN × , в некоторых позициях ко-
торого расставлены черные фигуры. Необходимо расставить на клеточ-
ном поле всеми возможными способами фишки таким образом, чтобы в 
каждой линии (горизонтальной, вертикальной, диагональной) располага-
лось четное число фишек. 

Рекомендация: строим дерево перебора. Его вершиной будет комби-
нация значений свободных переменных из множества {0,1}. Корнем бу-
дет комбинация всех свободных переменных, приравненных нулю. На 
каждом шаге приравниваем текущую переменную нулю (левая ветка) 
или единице (правая ветка). Всего вершин в дереве будет 2K. Высота де-
рева составит k. 

21. Имеется n деталей и m станков. Каждая деталь характеризуется 
временем обработки (для каждой детали время обработки на всех стан-
ках одинаково). Станок в каждый момент времени обрабатывает только 
одну деталь. Детали на каждом станке обрабатываются последовательно. 
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Необходимо определить такое назначение деталей на станки, чтобы вре-
мя окончания обработки последней обрабатываемой детали было бы ми-
нимальным. 

Рекомендация: вершиной дерева перебора будет n – вектор. Тогда 
значение i-ой координаты этого вектора будет совпадать с номером стан-
ка, на который мы назначили i-ую деталь. В корень дерева мы положим 
0-вектор.  

22. Разрезать прямоугольник размера YX × , на детали прямоугольной 
формы размера , и 11 YX × 22 YX × , чтобы отходы были минимальны. Воз-
можны только вертикальные и горизонтальные разрезы. Т. е. после пер-
вого разреза получается два прямоугольника, которые в последствии 
также можно разрезать. 

Рекомендация: разрезание прямоугольника осуществим следующим 
образом: двигаясь из левого верхнего угла исходного прямоугольника, 
будем осуществлять горизонтальные и вертикальные разрезы шириной, 
равной одной из величин . При этом полученный прямо-
угольник вышеуказанной ширины, именуемый в дальнейшем «полоса», 
разрежем последовательно на полосы ширины, соответственно 

пока это будет возможно. Далее аналогичным образом по-
ступаем со вторым прямоугольником, полученным после первоначально-
го разреза, и так далее, пока это будет возможно. 

2121 ,,, yyxx

,,,, 2121 xxyy

23. Петя и Вася очень любят решать говололомки. Однажды, воскрес-
ным утром они собрались вместе и долго думали какую же говололомку 
им порешать. Они уже разгадали не одну сотню японский кросвордов, 
судоку и других подобных задач. И тут Петя придумал новую задачу. Он 
достал из полки старую бумагу для вырезаний, которая осталась у него 
еще с детского садика и они с Васей захотели уложить их в прямоуголь-
ник минимальной площади. Они долго ломали голову как это сделать и к 
вечеру поняли, что лучше бы им упростить задачу. Для этого они уста-
новили в ней ограничение, что прямоугольники могут располагаться 
только параллельно осям координат (включая прямоугольник минималь-
ной площади, в который они хотят вставить все эти прямоугольники). 
Дело было вечером и поэтому Вася и Петя разошлись по домам, но на-
последок поспорили, кто же быстрее разложит 7 прямоугольников в 
прямоугольник минимальной площади. Они договорились о размерах 
этих 7 прямоугольниках. Помогите Пете решить эту непосильную зада-
чу. Так же Петя понял, что возможно, что Вася захочет реванш, поэтому 
он хочет получить программу, которая находила бы расстановку для лю-
бых размеров, а не только тех, о которых он договорился с Васей в вос-
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кресный вечер. Для заданных размеров прямоугольников необходимо 
определить минимальную площадь прямоугольника, в который влезут 
эти прямоугольники. 

Рекомендация: каждой вершине дерева соответствует некоторое рас-
положение прямоугольников и точек привязки для размещения после-
дующих прямоугольников. Корнем дерева будет служить пустая рас-
кладка. Для построения рекорда упорядочим стороны  прямоугольников 

и расположим их в линию. Получим формулу , где  - од-

на из сторон исходных прямоугольников, а  - максимум из других сто-
рон прямоугольников. 

j
i

i baR *
7

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

=
ia

jb

24. Построить все минимальные остовные деревья в графе. 
Рекомендация: вершина дерева решений – подмножество ребер графа, 

образующих дерево. Сыновья вершины в дереве решений – все деревья, 
получаемые из родительского дерева, добавлением одного ребра. 
Тема 2. Приближенные алгоритмы 

2.1. Основные понятия 
Задачи, принадлежащие классу NP практически неразрешимы. Одна-

ко такие задачи имеют много практических приложений, поэтому их ре-
шение достаточно важно. Поскольку точные полиномиальные алгоритмы 
решения этих задач неизвестны, то следует рассмотреть другие альтер-
нативные возможности, дающие лишь достаточно хорошие (разумные) 
ответы. Из NP-трудности задачи следует необходимость построения для 
ее решения эвристических или приближенных алгоритмов, применения 
схем направленного перебора вариантов (метод ветвей и границ и дина-
мическое программирование). 

Предположим, что задана задача максимизации: 

.
max)(

Dx
xF
∈

→  

Пусть – дает максимум фунционалу, т. е. .оптx
( ).)(maxarg. xFxопт =  

Предположим, что есть некоторый алгоритм А, который на множестве 
D строит другое решение: 

Adef
xAx =)( . 

Тогда возможно  

36

 



)()( . Aопт xFxF ≅ . 

Если алгоритм А – точный, то получим строгое равенство 
. )()( . Aопт xFxF =

Определение 2.1. Абсолютная погрешность алгоритма А на входном 
наборе I определяется как величина: 

)()( . Aопт xFxF − . 

Определение 2.2. Относительная погрешность алгоритма А на вход-
ном наборе I определяется как величина: 

)(

)()(
.

.

опт

Aопт

xF

xFxF −
. 

Иногда для оценки качества алгоритма А рассматривают функцию: 

)(

)(inf
.опт

A

A
xF

xF
=∆ , 

где inf берется по всем возможным наборам входных данных. 
Определение 2.3. Под гарантированной оценкой точности решения, 

получаемого при помощи алгоритма А, понимаем: 
• для задачи максимизации – нижнюю оценку (inf) величины ,  A∆

 

.оптxAx  

1
)(

)(
.
≤=∆≤

опт

A

A
xF

xF
z  

• для задачи на минимум – верхнюю оценку (sup) величины . A∆

 

Ax.оптx
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Определение 2.4. Алгоритм  называется приближенным, если для не-
го известны: 

• либо абсолютная (относительная) погрешность, не зависящая от 
входных данных. 

• либо гарантированная оценка точности; 
• либо скорость сходимости. 
Для приближенных алгоритмов существует следующая классифика-

ция: 
• субоптимальный приближенный алгоритм (такой приближенный 
алгоритм, для которого величина A∆  отлична от 0 (для задач макси-
мизации) или от ∞ (для задач минимизации)); 

• ε -приближенный (PTAS) алгоритм (такой алгоритм, который для 
любого 0>ε  строит решение с относительной погрешностью ε , 
причем трудоемкость этого алгоритма есть функция от длины входа 
l и величины ε

1 ); 
• быстрый ε - приближенный (FPTAS) алгоритм (такой алгоритм, ко-
торый для любого 0>ε  строит решение с относительной погрешно-
стью ε , причем трудоемкость этого алгоритма есть полином от дли-
ны входа l и величины ε

1 ). 
Пример 2.1.  Пусть – длительности программ. Имеются 

два носителя одинаковой длины L. Необходимо вместить как можно 
больше программ на носители. Следует отметить, что в силу того, что 
значение не известно, как правило оценивается величина 

nppp ,,, 21 K

)( оптXF

)(
)(

IBO
XF A

для задачи максимизации и 
)(
)(

IHO
XF A

 для задачи минимизации, где 

 - верхняя (нижняя) оценка оптимального решения для ин-
дивидуальной задачи (на определенном наборе входных данных). Дейст-

вительно, в этом случае 

))()(( IHOIBO

)(
)(

)(
)(

IBO
XF

XF
XF A

опт

A
≥  в силу  для 

задачи на максимум, 

)()( оптXFIBO ≥

)(
)(

)(
)(

IHO
XF

XF
XF A

опт

A
≤  в силу  для за-

дачи на минимум.  

)()( оптXFIHO ≤
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Таким образом, для вычисления гарантированной оценки, как правило 
требуется определить верхние (нижние) оценки оптимального решения, 
и только потом попытаться найти соотношение между этими оценками и 
решением, построенным предлагаемым алгоритмом. Понятно, что при 
таком подходе наиболее важно найти такие оценки оптимальных реше-
ний, которые наиболее близки к оптимальному решению. 
Решение. Предположим, что существует такое k, что 

.2

2

1
1

1

Lp

Lp

k
k
i

k
k
i

>

≤

∑

∑

+
=

=
 

Тогда . Предположим, что существует некоторый алгоритма 
А, для которого  Тогда A – приближенный алгоритм с абсо-

лютной погрешностью 

kxF опт ≤)( .

.1)( −≥ kxF A

1)1()()( . ≤−−≤− kkxFxF Aопт . 
Рассмотрим сейчас несколько приближенных алгоритмов для приве-

денных ранее задач. Все эти приближенные алгоритмы полиномиальны 
по времени. 

2.2. Приближенный жадный алгоритм для задачи  
о коммивояжере 

Задано n городов попарно соединенных дорогами. Для каждой дороги 
 задается стоимостью проезда по ней – . Коммивояжер должен по-

сетить все n городов по одному разу и вернуться в начальный город, при 
этом суммарная стоимость проезда должна быть минимальной.  

( ji, ) ijc

Алгоритм 
Предположим, что задан полный граф. Будем перебирать все ребра 

графа в порядке возрастания их весов и для каждого ребра будем прове-
рять два условия: 

1) в результате добавления данного ребра к ранее выбранным ребрам не 
образуется цикл, если это не завершающее ребро пути (для завершающего 
ребра будет получен цикл, который проходит через все вершины графа); 

2) добавляемое ребро после добавления к ранее выбранным ребрам не 
будет являться третьим ребром, выходящим из некоторой вершины. 

Если для ребра выполняются эти два условия, то оно добавляется к 
ранее выбранному множеству ребер.  

Пример 2.2. Для графа, приведенного на рис. 2.1, решить задачу ком-
мивояжера. 
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Рис. 2.1 

Жадный приближенный алгоритм сначала выберет ребро (1,2), затем 
ребро (2, 4) и присоединит их к выбранному множеству ребер.  

Следующим ребром минимального веса будет ребро (1,4), но оно будет 
отвергнуто, так как для него не выполняется пункт 1) из условий присоеди-
нения ребер и оно не является завершающим ребром пути (цикл 

 не проходит через все вершины графа).  1321 →→→
Последующее ребро (2,3) также будет отвергнуто, так как для него не 

выполняется 2) пункт из условий присоединения, т. е. из вершины 2 в этом 
случае выходило бы три ребра.  

Последующее ребро (1,3) успешно присоединяется.  
И, наконец, присоединяется последнее ребро пути (4,3). Оно является 

завершающим ребром пути, и полученный цикл проходит через все верши-
ны графа.  

Данный алгоритм сгенерировал путь  стоимости 106 
(рис. 2.2).  

13421 →→→→

4 1

21

1 

2

4

3

2 
100

Рис. 2.2 
 

Это решение не является оптимальным: есть, по крайней мере, один 
более короткий путь  стоимости 104 (рис. 2.2). 14321 →→→→
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2.3. Приближенный жадный алгоритм для задачи о рюкзаке 
Имеется набор объектов.  Для каждого  объекта i заданы  , где 

 – объем и  – стоимость. Мы хотим упаковать рюкзак объемом W 
так, чтобы суммарная стоимость вошедших в него предметов была мак-
симальна.  

( ii ca , )
ia ic

Алгоритм 
Отсортируем список объектов по отношению их стоимости к объему: 

1

1

+

+≥
i

i

i

i
a
c

a
c  

и будем последовательно заполнять рюкзак объектами в соответствии с 
упорядочением. Если очередной объект не входит, то отбрасываем его и 
переходим к рассмотрению следующего объекта списка. Описанный 
процесс продолжаем до тех пор, пока рюкзак не заполниться или будет 
исчерпан упорядоченный список объектов. 

Пример 2.3. Упаковать рюкзак объемом W=80 объектами, сведения о 
которых приведены в таблице 2.1. 

Таблица 2.1 
( ii ca , )  (25, 20) (20,80) (20,50) (15, 45) (30,105) (35,35) (20,10) (10,45)

i

i
a

c  2 4 2.5 3 3.5 1 0.5 4.5 

1

1

+

+≥
i

i

i

i

a
c

a
c  

(10,45) 
1 

(20,80) 
2 

(30,105)
3 

(15, 45)
4 

(20,50) 
5 

(25, 20) 
6 

(35,35) 
7 

(20,10)
8 

Так как емкость рюкзака 80, то мы сможем упаковать в соответствии с 
нашим алгоритмом первые 4 объекта отсортированного списка. Общий 
объем упакованных объектов – 75, стоимость – 275. Это решение не яв-
ляется оптимальным, так как существует лучшее решение, которое дают 
первые три объекта отсортированного списка и еще пятый объект этого 
списка: объем – 80, стоимость – 280. 

2.4. Приближенный жадный алгоритм для задачи о суммах 
элементов подмножеств. 

Имеется набор предметов различных размеров и некоторая верхняя 
положительная граница L. Необходимо найти такой набор предметов, 
сумма размеров которых была бы наиболее близка к L.  

41

 



Алгоритм 1. 
Для построения приближенного алгоритма будем использовать жадный 

алгоритм. Для этого, по аналогии с задачей о рюкзаке, отсортируем список 
предметов в порядке убывания их размеров, и будем последовательно до-
полнять предметы к пустому множеству в соответствии с упорядочением. 
Если очередной предмет при добавлении к множеству приводит к тому, что 
суммарный объем предметов, входящих в сгенерированное множество пре-
вышает L, то отбрасываем его и переходим к рассмотрению следующего 
предмета упорядоченного списка. Описанный процесс продолжаем до тех 
пор, пока суммарный размер предметов множества не станет равным L или 
будет исчерпан упорядоченный список объектов. 

Пример 2 .4 .  Объемы предметов  приведены в таблице 2.2. Пре-
дельная сумма объемов предметов множества равна L=55. Необходимо 
найти такой набор предметов, сумма размеров которых была бы наибо-
лее близка к L.  

ia

Таблица 2.2 
ia  1 14 22 7 27 11

1+≥ ii aa 27
1 

22
2 

14
3 

11
4 

7 
5 

1 
6 

Так как емкость множества 55, то мы сможем добавить в него в соот-
ветствии с нашим алгоритмом 3 предмета с объемами: 27, 22 и 1. Общий 
объем сгенерированного множества – 50. Это решение не является опти-
мальным, так как существует лучшее решение, которое дают предметы с 
объемами 22, 14, 11, 7 и 1. В этом случае объем – 55, т. е. данное реше-
ние является оптимальным. 

Алгоритм 2. 
Рассмотрим еще один алгоритм, который также является жадным при 

каждом из своих проходов.  
1. На первом проходе этот алгоритм начинает с пустого множества и 

добавляет в него элементы из упорядоченного по убыванию объемов 
списка предметов. Если очередной предмет при добавлении к множеству 
приводит к тому, что суммарный объем предметов, входящих в сгенери-
рованное множество превышает L, то отбрасываем его и переходим к 
рассмотрению следующего предмета упорядоченного списка. Описан-
ный процесс продолжаем до тех пор, пока суммарный размер предметов 
множества не станет равным L или будет исчерпан упорядоченный спи-
сок объектов. 
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2. На втором проходе алгоритм начинает свою работу со всевозмож-
ных одноэлементных множеств и добавляет к ним, аналогично первому 
проходу, элементы из упорядоченного по объемам списка предметов. 

3. На третьем проходе алгоритм аналогичным образом исследует все 
трехэлементные множества и т. д. 

Количество проходов алгоритма ограничено временем, отведенным на 
работу алгоритма. Если время позволяет, то на 1+n  проходе, где n – ко-
личество предметов, алгоритм построит оптимальное решение (если оно 
не будет построено ранее, например, на некотором проходе сумма эле-
ментов сгенерированного множества совпадет с L). 

Пример 2.5.  Для приведенного в таблице 2.2 примера (упорядочен-
ность: 27, 22, 14, 11,7,1) уже на втором проходе будет построено опти-
мальное решение задачи (Таблица 2.3). 

Таблица 2.3 
Номер 
прохода 

Размер  
начального 

подмножества 

Добавляемые 
элементы 

Сумма элементов 
сгенерированного 

множества 
0 0 27,22,1 50 
1 27 

22 
14 
11 
7 
1 

22 1 
27 1 

27 11 1 
27 14 1 
27 14 1 
27 22 

50 
50 
53 
53 
49 
50 

2 27 22 
27 14 
27 11 
27 7 
27 1 
22 14 
22 11 
22 7 
22 1 
14 11 
14 7 
14 1 
11 7 
11 1 
7 1 

1 
11 1 
14 1 
14 1 
22 

11 7 1 
14 7 1 
14 11 1 

27 
27 1 
27 1 
27 11 
27 1 
27 14 
27 14 

50 
53 
53 
49 
50 

55 ! опт. 
55 
55 
50 
53 
49 
53 
46 
53 
49 
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2.5. Приближенный жадный алгоритм для задачи о раскраске 
графа 

Требуется определить минимальное количество цветов с, в которые 
можно раскрасить вершины графа так, чтобы концы каждого ребра графа 
были окрашены в разные цвета. 

Для данной задачи доказано, что число красок, даваемое лучшим при-
ближенным полиномиальным алгоритмом, более чем вдвое превышает 
оптимальное. Рассмотрим простой алгоритм последовательной раскраски 
произвольного графа с N вершинами. 

Алгоритм 
Последовательно рассматриваем все вершины исходного графа, чтобы 

определить каким цветом их покрасить.  Предположим, что мы хотим 
определить каким цветом должна быть покрашена вершина i. 

1. Полагаем первоначально номер цвета для этой вершины .  1=c
2. Пока в графе существуют вершины, смежные с вершиной i и по-

крашенные цветом c, увеличиваем номер цвета окраски вершины i на 
единицу: .  1: += cc

3. Окрашиваем вершину с номером i в цвет с. 
Несложно увидеть, что максимально возможное число красок, исполь-

зуемое для раскраски графа данным алгоритмом, равно степени графа, 
увеличенной на 1 (степень графа – максимум из степеней его вершин). 

Пример 2.6 .  Решить задачу раскраски графа, приведенного на рис. 2.3. 

Рис. 2.3 

2 

5

1 1 

2

6

4 

3

2 

1

2 

3
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Раскраска вершин проводилась в соответствии с приведенным алго-
ритмом. Вершины графа просматривались в порядке возрастания их но-
меров. Как видно из рис. 2.3 минимальное число потребовавшихся кра-
сок равно 3. 

2.6. Приближенные алгоритмы с гарантированной оценкой 
точности. 

Рассмотрим задачу минимизации целевого функционала на мно-
жестве 

)(xF
X . Обозначим  

}|)(min{* XxxFF ∈=  

Предположим, что . Пусть приближенный алгоритм 0* >F H  отыски-
вает элемент множества X  со значением HF целевого функционала. 
Введем в рассмотрение величину *F

F H
H =∆ . Эта величина зависит от 

алгоритма H  и от набора входных данных задачи. В данном разделе под 
гарантированной оценкой точности решения, получаемого при помощи 
алгоритма H , будем понимать верхнюю оценку величины  при лю-
бом наборе входных данных задачи. 

H∆

В дальнейшем обозначения *F , HF , H∆  используются при рассмот-
рении конкретных задач и конкретных приближенных алгоритмов. 
Смысл этих обозначений не изменяется. 

Рассмотрим NP  - трудную в сильном смысле задачу . Задача 
состоит в отыскании расписания, минимизирующего взвешенную сумму 
моментов завершения обслуживания  требований в системе из  парал-
лельных идентичных приборов. Для каждого требования 

iiCwP ∑//

n m
j  задана дли-

тельность обслуживания  вес (относительная важность) jw асписание 
однозначно определяется разбиением множества требований на подмноже-
ства NN ,, 21 ебования множества 1N обслуж ются прибором 
1, и указанием порядка обслуживания требований в каждом подмножестве. 
При помощи перестановочного приема нетрудно показать, что достаточно 
ограничиться рассмотрением расписаний, при которых требования каждого 
подмножества упорядочены по правилу SWPT , т.е. по не нию значе-
ний 

jp и Р

,K , где тр ива

убыва

. 

mN

jj wp . Таким о , расписание однозначно определяется разбие-
нием множества требований на m  подмножеств

бразом
. 
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Опишем приближенный алгоритм A решения задачи , кото-
рый состоит в следующем. Перенумеруем требования в поряд-
ке так, что 

iiCwP ∑//

SWPT
n

n
w

p
w

p ≤≤K
1

1 . 

Организуем  подмножеств , полагая вначале m mNNN ,,, 21 K

∅==== mNNN K21 . Будем последовательно, начиная с первого, рас-
пределять требования  по подмножествам. Пусть требования 

 распределены, где 0 - фиктивное требование, соответст-
вующее начальной ситуации

n,,2,1 K

nkk <,,,2,1 K

00 =p . Требование 1+k  назначается сле-
дующим образом. Обозначим ,∑

∈
=

llNj
jl pP  ml ,,1K= . Находим такое под-

множество  что . Полагаем lN h
mh

l PP min
1 ≤≤

= }1{ +∪= kNN ll  и, если nk ≠+1  

переходим к назначению требования 2+k . 
Временная сложность  алгоритма A равна  , так как значе-

ния  можно хранить в виде кучи или поискового 2 - 3 дерева. 
 )log( nnO

mPPP ,,, 21 K

Обозначим через  и  минимальное значение функционала 
 при   и   соответственно.  Очевидно,  что тогда 

 и . 

*
1F *

nF

iiCw∑ 1=m nm =

∑∑
==

=
j

i
i

n

j
j pwF

11

*
1 j

n

j
jn pwF ∑

=
=

1

*

Найдем верхнюю и нижнюю оценки значения *F . Очевидно, что 
AFF ≤* . Поскольку на итерации j  алгоритма A выполняется соотноше-

ние ∑
−

=≤≤
≤=

1

11

1}{min
j

i
ih

nh
l p

m
PP , то имеем  

**
1

111

1

11

11)11(1)1( nj

n

j
j

j

i
i

n

j
jj

j

i
i

n

j
j

A F
m

mF
m

pw
m

pw
m

pp
m

wF −
+=−+=+≤ ∑∑∑∑∑

===

−

==
. 

Для получения нижней оценки значения понадобится ряд вспомо-
гательных утверждений. 

*F

Лемма 2.1.  Пусть - действительные числа. Тогда 

.  

nbbb ,,, 21 K

∑∑
==

≤
n

j
j

n

j
j bnb

1

22

1
)(

Лемма 2.2. Если C
w
p

j

j = , nj ,,2,1 K= , то *2

1

*
1 2

1)(
2
1

n

n

j
j Fp

C
F += ∑

=
. 
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Лемма 2.3. Если ,C
w
p

j

j = nj ,,2,1 K= , то )
2
1(1

2
1 **

1
**

nn FF
m

FF −≥− . 

Теорема 2.1. Для любого расписания справедливо 
**

1 2
11

njj F
m

mF
m

Cw −
+≥∑ .  

Доказательство. Воспользуемся индукцией по числу r  различных 
значений jj wp . При 1=r  справедливость утверждения следует из лем-
мы 2.3. Пусть теорема верна при всех 1−≤ kr , . Пусть имеется  

различных значений 

2≥k k

j
j
w

p  и 
1

1
1

1
+

+>==
q

q
q

q
w

p
w

p
w

p K . 

Положим )( 11
11

wp
pw

q
q

+
+=γ и рассмотрим вспомогательную задачу, в 

которой веса обозначены jw  и для первых  требований q jj ww γ= , 
. Очевидно, что во вспомогательной задаче количество различ-

ных значений 

qj ,,1K=

j
j
w

p  равно 1−k . Для вспомогательной задачи введем 

обозначения *
1F  и *

nF , аналогичные обозначениям для исходной задачи. 
В силу индуктивного предположения, для любого расписания 

)
2
1(1

2
1 **

1
*

nnjj FF
m

FCw −≥−∑ . 

Введем обозначения **
2
1

nFFX −= , **

2
1

nFFX −= , *
2
1

njj FCwY −= ∑ , 

*

2
1

njj FCwY −= ∑ , j

q

j
j

j

i
i

q

j
j

q pwpwX ∑∑∑
===

−=
111 2

1 , qXXX −=)(δ , 

j

q

j
jj

q

j
j

q pwCwY ∑∑
==

−=
11 2

1 , qYYY −=)(δ . 

Из леммы 2.3 следует, что XYm ≥  и qq XYm ≥ , а и равенств jj ww γ= , 

qj ,1= , )(1 XXX q δ
γ

+=  и )(1 YYY q δ
γ

+= . Возможны два случая: 

1) )()( YmX δδ ≤  и 2) )()( YmX δδ > . В первом случае получаем mYX ≤ , 

т. е. ***
1 2

1)
2
1(1

njjn FCwFF
m ∑ −≤− . Во втором случае из неравенства 

qq XYm ≥  следует, что )()( YXmYXm qq δδ > . 
Поскольку 1<γ  получаем )()1()()1( YXYX qq δγδγ −>−  или 

qqqqq YXYXYYXYX )()()()( γδδδγδ +>+ . Прибавляя к обеим частям 
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этого неравенства )()( YXYX qq δγδ+ , получаем 

))())((())())((( YYXXYYXX qqq δγδγδδ ++>++ . 
Однако  

XXX q =+ )(δ , YYY q =+ )(δ , 
YYY q γγδ =+ )( , XXX q γγδ =+ )( . 

Поэтому последнее неравенство принимает вид YXYX γγ > . Из 
XYm ≥  и последнего неравенства следует YXYYm γγ > . Таким образом, 
XmY > . 

Из теоремы следует, что ***
1

*
2

1
2

11
n

A
n F

m
mFF

m
mF

m
F −

−≥
−

+≥ . Полагая, 

 получаем nm = *
1

*
1

2 F
n

Fn +
≥ , откуда следует, что *

1
*

)1(
F

nm
nmF
+
+

≥ . 

Сейчас нетрудно получить оценку сверху величины A∆ : 

m
mFF

m
mFFF n

A
A 2

13/)
2

1(/ **** −
≤

−
+≤=∆  поскольку . ** FFn ≤

2.7. Задача об упаковке в контейнеры 
Рассмотрим NP-трудную в сильном смысле задачу об упаковке в кон-

тейнеры, которая в терминах теории расписаний может быть сформули-
рована следующим образом. В условиях задачи j

jj
dC

d
d

P ≤=  предпо-

лагается, что количество приборов равно числу требований , общий 
директивный срок не меньше максимальной длительности обслуживания 
требований , и требуется отыскать минимальное число прибо-

ров и соответствующее расписание, при котором все требования будут 
обслужены к директивному сроку . 

nm =

j
j

pd max≥

d
Приведем описание четырех приближенных алгоритмов решения за-

дачи об упаковке в контейнеры. В алгоритмах рассматривается некото-
рая перестановка π требований, требования последовательно выбирают-
ся из этой перестановки и назначаются на  приборы в соответствии с не-
которыми правилами. Резервом времени прибора , обозначаемым , 
называется разница между  и суммарной длительностью обслуживания 
требований, назначенных на прибор 

l lR
d

l . 
В алгоритмах  и перестановка 1B 2B π  является произвольной. На шаге 

k алгоритма  или выбирается требование, расположенное на месте 
 в перестановке 

1B 2B
k π . В алгоритме  это требование назначается на при-
бор с наименьшим номером среди приборов с достаточным резервом 

1B
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времени для завершения этого требования в срок. В алгоритме  это 
требование назначается на прибор с наименьшим достаточным резервом 
времени. 

2B

Алгоритмы  и отличаются от алгоритмов  и  соответственно 
лишь тем, что требования в перестановке 

3B 4B 1B 2B
π  расположены в порядке LPT 

(невозрастания значений ). jp
Алгоритм   может быть реализован за время , где -

количество приборов, найденное алгоритмом. Каждый из приборов об-
служивает  хотя бы  одно требование.  Очевидно, что 

iB )log( imnO im

nmi ≤ , . 4,3,2,1=i
Оценим точность получаемых при помощи алгоритмов  реше-

ний. Не ограничивая  общности,  будем  считать,  что   и 
41 BB −

1=d 1≤jp , 
. nj ,,1K=

Докажем ряд вспомогательных утверждений для алгоритмов  и . 
Введем в рассмотрение  функцию 

1B 2B
)(xψ , ]1,0[∈x . 

( )

[ ]
( ]
( ]

( ]⎪
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⎩
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∈
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∈
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1,1
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1,3

1,
10
1

5
6

,3
1,6

1,
10
1

5
9

,6
1,0,

5
6

x

xx

xx

xx

xψ  

Далее будем рассматривать расписания, построенные алгоритмом  
либо . 

1B

2B
Лемма 2.4. Пусть на некоторый прибор назначены требования 

. Тогда j,,1K 10
17)(

1
≤∑

=
i

j

i
pψ . 

Не ограничивая общности, предположим, что . Если jpp ≥≥K1

2
11 ≤p , то из определения )(xψ  следует ii pp

2
3)( ≤ψ , . Тогда ji ,,1K=

2
3

2
3)(

11
≤≤ ∑∑

==

j

i
i

j

i
i ppψ . Если 2

11 >p , то 2
1

2
<∑

=

j

i
ip . В этом случае доста-

точно показать, что 10
7)(

2
≤∑

=

j

i
ipψ . Возможны следующие варианты: 
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]2
1,3

1(2 ∈p , ]6
1,0(3 ∈p1) , 

],3
1,6

1(2 ∈p ]6
1,0(3 ∈p , 2) 

3) ],3
1, ],6

1,0(4 ∈p  6
1(, 32 ∈pp

4) ]6
1,2p . 

 

0(∈

При вариантах 1) и 2) имеем соответственно 
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7)

2
1(

5
6
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1

5
6)( 22

2
=−++<∑

=
ppp
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i
jψ , и 
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2
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1(

5
6

10
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5
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≤+=−+−<∑

=
ppppi

j

i
ψ . При варианте 3) имеем 

,10
7)(

5
3

5
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2
(
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)( 232 −−+−+ ppp 162

5
9)( 323

2
<++=<∑

=
ppppi

j

i
ψ  поскольку 

2
1

3 <+ p . При арианте 4) имеем 2p в 10
6

5
6)

2
<< ∑

=i
ii pp . 

Для прибора

(
2
∑
=

jj

i
ψ

 l обозначим рез  че )(hψ  макси  резерв времени 
дл

11 −≤≤

мальный
я приборов 1,,1 −= lh K , т. е. hl RQ max

lh
= . Положим 00=Q . 

Лемма 2.5. Для любого требования  на прибор , назначенного l  с 

2
1≥lR  справедливо li Qp > .  

 Доказательство. Для l для любого  требования, 
значенн прибор 

 алгоритма
на ого на 

1B  i Qp >  
l . Рассмотрим алгоритм 2B . 

Пусть 2
1<lQ . Тогда 2

1<hR , 1,1, −= lh K  и длительность обслужива-
ния первого назначенного на прибор l  требования больше, чем Q . Обо-

 эту льность через 
l

значим  длите τ . Если 2
1>τ , то лемма доказана. Если 

2
1≤τ , то 2

1≥lR и длительность второго назначаемого на прибо  р l  тре-
ольше, чем lQ . Обозначим эту д сть через бования б лительно τ ′ . Если 

2
1≤′+ττ , то лемма 2.5 доказана. Если 2

1>′+ττ , то длительность 
третьего назначаемого на прибор l  требования больше чем   
приведенные р ния конеч учаем справедливость 
утверждения леммы. 

При

 lQ . Повторяя
ассужде ное число раз, пол

 2
1≥lQ  имеем 2

1≥> lQτ , что и требуется. 
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Лемма 2.6. Пусть на  прибор  l  назначены требования  и j,,1K

2
1<lQ . Если , то .  l

j

i
i Qp −≥∑

=
1

1
1) ≥(

1
∑
=

j

i
ipψ

Доказательство. Не ограничивая общности, предположим, что 
. Если jpp K≥1 2

11 >p , то 1)( 1 =pψ  и справедливость утверждения лем-
мы доказана. 

Пусть 2
11 ≤p . Поскольку 2

11
1

>−≥∑
=

l

j

i
i Qp , имеем 2≥l . Из леммы 2.5 

и 2
11 ≤p  следует, что . Возможны варианты:  

1) 
lQp >2

]6
1,0(∈lQ , 2) ]3

1,6
1(∈lQ , 3) ]2

1,3
1(∈lQ . 

В условиях  первого варианта 1
6
5

5
6)1(

5
6

5
6)(

11
=≥−≥≥ ∑∑

==
l

j

i
i

j

i
i Qppψ .  

Пусть в условиях второго варианта 2=j . Поскольку 2
121 >+ pp  име-

ем либо 3
12 ≥p , либо 3

11 ≥p  и 3
12 << pQl . В первом случае 

=+−>++=+=+ ll QQppppppp
5
3)1(

5
6

5
3)(

5
6

5
9

5
6)()( 2212121 ψψ 1

5
3

5
6

≥− lQ , 

поскольку 
3
1

≤lQ . 

Пусть в условиях второго варианта . Если 3≥j 3
12 ≥p  или 3

11 ≥p  и 

3
12 << pQl  то, как показано выше, 1)()( 21 ≥+ pp ψψ . 

Предположим, что 3
112 <≤< ppQl . Тогда 

=−−−+−+≥+−+≥ ∑∑
==

)1(
5
6

5
1)(

5
9

5
6

5
1

5
9

5
9)( 2121

3
21

1
ppQpppppp l

j

i
i

j

i
iψ

1
5
1

5
6)1(

5
6

5
1)(

5
3

21 =−>−+−+= lQpp . 

В условиях третьего варианта из  следует 2≥j 3
11 >p , 3

12 >p  и далее  

1
5
1)(

5
6)( 21

1
>++≥∑

=
ppp

j

i
iψ . Лемма 2.6 доказана. 
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Лемма 2.7. Пусть на прибор назначены требования  и l j,,1K 2
1<lQ . 

Если  и αψ −=∑
=

1)(
1

j

i
ip 0>α , то 2

1≤ip , ji ,,1L= , и α
9
51

1
−−≤∑

=

j

i
li Qp  при 

. 2≥j
Доказательство. Не ограничивая общности, предположим, что 

. Если lQpp >≥ 21 2
1>ip  то 1)( =ipψ , что противоречит условию леммы. 

Пусть . Поскольку 2≥l 2
11 ≤p , то в силу леммы 2.6 имеем 

, , где lQpp >≥ 21 γ−−=∑
=

j

i
li Qp

1
1 0>γ . Поскольку , можно вы-

брать числа 

∑
=

<+
j

i
ip

1
1γ

2
11 ≤δ  и 2

12 ≤δ , такие, что 11 p≥δ , 22 p≥δ  и 
γδδ ++=+ 2121 pp . 

Заменим требования с длительностями  и  на требования с дли-
тельностями 

1p 2p

1δ  и 2δ . Очевидно, что алгоритмы  и  распределят но-
вое множество требований по приборам так же, как и исходное с заменой 
на приборе 

1B 2B

l  требований с длительностями  и  на требования с дли-

тельностями 

1p 2p

1δ  и 2δ . В силу леммы 2.6 . 1)()()( 21
3

≥++∑
=

δψδψψ
l

i
ip

Для любых x  и  y 2
10 ≤<≤ yx  выполняется )(

5
9)()( xyxy −+≤ψψ . 

Поэтому γψψδψδψ
5
9)()()()( 2121 ++≤+ pp . Отсюда получаем 

1
5
9)(

1
≥+∑

=
γψ

j

i
ip . Следовательно, αγ ≥

5
9  и αγ

9
5

≥ . Лемма 2.7 доказана.  

Теорема 2.2. Справедливы неравенства 2
10
17 *

1 +< mm  и 2
10
17 *

2 +< mm . 

Доказательство. Обозначим . Из леммы 2.5 следует, что ∑
=

=Ψ
n

i
ip

1
)(ψ

Ψ≥*
10
17 m . 

Пусть требования . распределены по приборам. Обозначим че-
рез  множество требований, назначенных на прибор 

n,,1K
lN l . Пусть 
∑
∈

=
lNi

il pN )()( ψψ . Из последовательности приборов, на каждый из кото-

рых назначено хотя бы одно требование, выделим подпоследователь-
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ность  всех приборов, таких, что klll ′′′ ,,, 21 K hlN αψ −=′ 1)( ,  0>hα , 
. kh ,,1K=

Для любого 
hlNi ′∈ , , выполняется kh ,,1K= 2

1≤ip , поскольку в про-

тивном случае 1)( ≥′hlNψ . Отсюда следует, что 2
1<′hlQ , . Пока-

жем, что 

kh ,,1K=

hll hh
QQ α

9
5

1
+≥ ′′+

, . Очевидно, что kh ,,1K= 0
1
=′lQ  и в силу леммы 

2.7 19
51

1

α−≤∑
′∈ lNi

ip . Тогда 19
5

2
α≥′lQ . В силу леммы 2.7 имеем 

)(
9
51 21

2

αα +−≤∑
′∈ lNi

ip . Поэтому 221 9
5)(

9
5

23
ααα +=+≥ ′′ ll QQ  и т.д. 

Таким образом, 
10
9)(

5
9)(

5
9

11

1

1

1

1
<−=−≤ ′′

−

=
′′

−

=
∑∑

+ ll

k

h
ll

k

h
h QQQQ

khh
α , поскольку 

2
1<′hlQ , . Отсюда, а также из kh ,,1K= 1<kα  получаем . Как не-

трудно убедиться, 

2
1

<∑
=

k

h
hα

1)( ≥lNψ , если 1=∑
∈ lNj

jp . Пусть Θ - множество всех 

таких приборов l . Что 1=∑
∈ lNj

jp . Тогда 

2
10
172)()()( *

11
1 +≤+Ψ<++≤+≤ ∑∑∑∑

==
′

Θ∈Θ∈
mNNkNm

k

h
h

k

h
l

l
l

l
l h

αψψψ . Анало-

гично, 2
10
17 *

2 +< mm . Теорема 2.2 доказана.  

Из Теоремы 2.2 следует, что *
2

10
17

mH +≤∆  для алгоритма . 

Поскольку , где , то 

},{ 21 BBH ∈

⎡ ⎤Pm ≥* ∑
=

=
n

j
jpP

1 ⎡ ⎤PH
2

10
17

+≤∆ . Напомним, что здесь 

предполагается  и , 1=d 1≤jp nj ,,1K= . 

Если  и ,  произвольные числа, то d 1≤jp nj ,,1K= [ ]d
PH

2
10
17

+≤∆ . 

Перейдем к рассмотрению алгоритмов  и . 3B 4B

Теорема 2.3. Справедливы неравенства 4
9

11 *
3 +≤ mm  и 4

9
11 *

4 +≤ mm . 

Доказательство. Схема доказательства теоремы 2.3 аналогична схеме 
доказательства теоремы 2.2 . Оно сводится к построению такой весовой 
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функции, аналогичной )(xψ , что суммарный вес требований, назначен-
ных на один и тот же прибор, не превосходит некоторой константы  
и число  или  может превосходить суммарный вес всех требований 
не более чем на некоторую константу 

1≥C
3m 4m

C ′ . В случае алгоритмов  и  
получаем 

1B 2B

10
17=C , , а в случае алгоритмов  и  получаем 2=′C 3B 4B

11
9=C , . 4=′C

В случае, когда  и , d 1≤jp nj ,,1K=  - произвольные числа, из теоре-

мы 2.3 следует, что 
⎡ ⎤d
PH
4

9
11

+≤∆ , },{ 43 BBH ∈ .  

2.8. Задача распределения работ на конечное число одинаковых 
процессоров. 

Рассмотрим задачу распределения  работ на  одинаковых процес-
соров таким образом, чтобы минимизировать загрузку максимально за-
груженного процессора. Пусть  соответствует времени выполнения  

-й работы на процессоре.  

n m

ip
i
Попробуем оценить алгоритм, на каждом шаге которого работа за-

гружается на минимально загруженный процессор. 
Предположим, что k  работ уже распределены, и происходит назначе-

ние -й работы. Нетрудно понять, так как суммарная длительность 
уже распределенных работ равна 

)1( +k

kpp ++L1 , то существует процессор, 

загрузка которого не превышает величину m
ppZ k

k
)( 1 L+= . В этом слу-

чае все процессоры равнозагружены. Тогда после назначения -й 
работы на этот процессор его загрузка не превысит величины 

)1( +k

mpmZmpmmpZpZ kkkkkkk 11111 )1()1( +++++ −+=−++=+ . Следует отме-
тить, что это соотношение справедливо на каждом шаге. 

Теперь необходимо найти нижнюю границу оптимального решения. 
Первую границу можно взять как среднюю загрузку: mppLB n )( 1 L+≥ , 
причем  для любого k.  kZLB ≥

Поэтому, учитывая предыдущие соотношения, на каждом шаге новая 
загрузка процессора, на который назначена очередная работа, не превы-
шает величины mpmLB k 1)1( +−+ . 

Теперь осталось воспользоваться тем свойством, что нижняя граница 
оптимального решения не меньше  для любого k , т. е. . kp }max{ kpLB ≥

Следовательно, если положить }max{ kpLB = , то алгоритм «в мини-
мально загруженный» для любой последовательности npp L,1  строит 
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решение, в котором загрузка максимального процессора не превосходит 
величины LBmmLBmLB )12()1( −=−+ . 

2.9. Задачи для самостоятельного решения 
1. Имеется n деталей и m станков. Каждая деталь характеризуется 3 

параметрами: временем доставки, временем обработки, временем дос-
тавки на склад. Станок обрабатывает любую деталь сразу, все станки 
одинаковы. Определить порядок обработки деталей на станках, когда все 
детали будут на складе за минимальное время. 

Рекомендация: FA ≤ 2F*. 
2. Имеется n деталей и m станков. Каждая деталь характеризуется 2 

параметрами: временем доставки, временем обработки. Станок обраба-
тывает любую деталь сразу, все станки одинаковы. Определить порядок 
обработки деталей на станках, когда все детали будут обработаны за ми-
нимальное время. 

Рекомендация: FA≤ 2F*. 
3. Имеется n деталей и 2m станков 2-х типов. Деталь обрабатывается в 

2 стадии: сначала на станке первого типа, затем на станке второго типа. 
Любая деталь характеризуется двумя параметрами: временем обработки 
на станке первого типа и временем обработки на станке второго типа. 
Станок обрабатывает каждую деталь сразу, станков разных типов одина-
ковое количество. Определить порядок обработки деталей на станках, 
когда все детали будут обработаны за минимальное время. 

Рекомендация: FA≤ 3F*. 
4. Имеется N работ и М работников. Каждая работа характеризуется 

временем выполнения. Требуется распределить работы между работни-
ками, чтобы минимально загруженный работник выполнял максималь-
ное количество работы.  

Рекомендация: *)
3
1

3
2( F

m
F A +≥ . 

5. Имеется n работ. Каждая работа характеризуется длительностью ее 
исполнения работником (все работники одинаковы). Необходимо так 
распределить работы среди работников, чтобы каждый работник был за-
гружен не менее времени Х, при этом количество работников было заня-
то как можно больше. 

Рекомендация: FA 
4
3

≥  F*. 

6. Имеется n работ и m работников. Каждая работа характеризуется 
длительностью ее исполнения каждым работником. Необходимо так рас-
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пределить работы среди работников, чтобы максимально загруженный 
работник был загружен как можно меньше.  

Рекомендация: FA 
3
5

≤  F*. 

7. Имеется n программ, m одинаковых процессоров и 1 сервер. Каждая 
программа характеризуется временем скачивания данных с сервера и 
временем выполнения ее на процессоре. Необходимо так организовать 
выполнение программ на процессорах, при котором время завершения 
последней программы минимально. 

Рекомендация: FA  F*. 2≤
8. Имеется n предметов и много контейнеров. Каждый предмет харак-

теризуется массой и объемом. Грузоподъемность и объем контейнера из-
вестны. Необходимо упаковать предметы в минимальное число контей-
неров. 

Рекомендация: FA  F*. 2≤
9. Имеется n предметов и много контейнеров. Каждый предмет характе-

ризуется массой и объемом. Грузоподъемность и объем контейнера извест-
ны. Необходимо упаковать предметы в минимальное число контейнеров. 

Рекомендация: FA  F*. 3≤
10. Имеется n городов, каждый из которых является либо потребите-

лем, либо поставщиком продукции. Число Х(к) характеризует его спрос 
(отрицательное) или предложение (положительное). Необходимо опре-
делить минимальную грузоподъемность машины и маршрут, которая 
может объехать все города по разу и удовлетворить потребности (сумма 
спроса = сумме предложения).  

Рекомендация: FA  F*. 2≤
11. Имеется n программ, m одинаковых процессоров и 1 сервер. Каж-

дая программа характеризуется временем скачивания данных с сервера и 
временем выполнения ее на процессоре. Необходимо так организовать 
выполнение программ на процессорах, при котором время завершения 
последней программы минимально. Распределение программ по процес-
сорам известно заранее.  

Рекомендация: FA 2  F*. ≤
12. Коммивояжер хочет объехать все города, побывав в каждом по од-

ному разу и затратив на путешествие наименьшее количество денег. При 
этом стоимость перелета из одного города в другой есть функция, про-
порциональная расстоянию между городами. 

Рекомендация: FA  F*. 2≤
13. Решить задачу Штейнера с прямоугольной метрикой на плоскости.  
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Рекомендация: FA 
2
3

≤  F*. 

14. Необходимо указать такой порядок суммирования векторов в Rm, 
при котором все частичные суммы попадают в шар минимального ра-
диуса, при условии, что сумма всех векторов = 0.  

Рекомендация: FA  F*. m2≤
15. Имеется n работ и 1 работник. Для каждой работы задана длитель-

ность ее выполнения рабочим и время, начиная с которого рабочий мо-
жет выполнять работу. Для каждой работы начисляется штраф, который 
определяется следующим образом: время, когда рабочий начал выпол-
нять эту работу, минус время, когда рабочий мог начать выполнять дан-
ную работу. Определить порядок работ, при котором суммарный штраф 
будет минимальным.  

Рекомендация: FA 
3
5

≤  F*. 

16. Дано m работников и n работ. Каждый работник может выполнить 
любую работу. Каждый работник характеризуется скоростью. Каждая 
работа характеризуется временем, которое понадобтся работнику с еди-
ничной скоростью, чтобы ее выполнить. Реализовать алгоритм, позво-
ляющий таким образом распределить работы, чтобы минимизировать 
время выполнения работ самым загруженным работником. 

Рекомендация: FA  F*. 2≤
17. Имеется n работ и m работников. Каждая работа характеризуется 

длительностью ее исполнения работником единичной производительно-
сти. Для каждого работника известна его производительность. Необхо-
димо так распределить работы среди работников, чтобы минимизировать 
время выполнения последней работы. 

Рекомендация: FA  F*. 2≤
18. Имеется n работ. Каждая работа характеризуется двумя параметра-

ми: временем подготовки и временем выполнения. Имеется один испол-
нитель, который выполняет работы. Подготовкой он не занимается. Ка-
чество его работы характеризуется штрафом, который для каждой рабо-
ты равен разности между временем начала работы и временем ее воз-
можного раннего начала. Определить порядок работ, при котором сум-
марный штраф всех работ минимален. 

Рекомендация: FA  F*. 1−≤ n
19. Имеется n деталей и m станков. Каждая деталь характеризуется 3 

параметрами: временем доставки, временем обработки и временем дос-
тавки на склад. Станок обрабатывает любую деталь сразу, все станки 
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одинаковы. Определить порядок обработки деталей на станках, когда все 
детали будут на складе за минимальное время. 

Рекомендация: FA  F*. m2≤
20. Имеется N точек на плоскости. Требуется решить задачу комми-

вояжёра на плоскости с прямоугольной метрикой.  
Рекомендация: FA  F*. m2≤
21. В городе имеется несколько маршрутов транспорта. Известны 

стоимости проезда между станциями. Необходимо поделить город на к 
зон, установить в каждой зоне стоимость проезда и стоимость проезда 
между зонами, чтобы максимальное изменение цены проезда между 
станциями было минимально. 

22. Имеется n деталей, m последовательных станков. Для каждой рабо-
ты известно время выполнения на каждом станке. Необходимо опреде-
лить порядок обработки деталей, при котором последняя деталь обрабо-
тается как можно раньше. 

23. Имеется n работ и m работников. Каждая работа характеризуется 
длительностью ее исполнения каждым работником. Необходимо так рас-
пределить работы среди работников, чтобы максимально загруженный 
работник был загружен как можно меньше. 

Рекомендация: FA ≤4/3 – 1/3*m F*. 
24. Имеется n деталей, m последовательных станков. Для каждой рабо-

ты известно время выполнения на каждом станке и частичный порядок 
предшествования деталей. Необходимо определить порядок обработки 
деталей, при котором последняя деталь обработается как можно раньше. 

Рекомендация: *
2

1)(max
2

1 FmFmF i
i

A +
≤

+
≤ . 

25. Имеется n городов и m машин. Необходимо объехать каждый го-
род ровно 1 раз, используя некоторое число машин, чтобы стоимость 
проезда была минимальной. Города задаются координатами точек на 
плоскости. 

26. Имеется n деталей и m станков. Для каждой работы известно вре-
мя, необходимое для обработки этой детали. Необходимо определить 
порядок обработки деталей, при котором последняя деталь обработается 
как можно раньше. 

Рекомендация: FA ≤4/3 F*. 
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